
v 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

TUGAS AKHIR - SF184801  

 

SOLUSI STATIS DAN BERSIMETRI BOLA 

DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN 

 

 

ARDIANA IQBAL NURROHMAN    
NRP 01111640000045 
 
 
Dosen Pembimbing 
Dr.rer.nat. Bintoro Anang Subagyo 

 
 
DEPARTEMEN FISIKA 
Fakultas Sains dan Analitika Data  
Institut Teknologi Sepuluh Nopember  
Surabaya  
2020 
 

 

 

 

 

 



TUGAS AKHIR - SF184801

SOLUSI STATIS DAN BERSIMETRI BOLA
DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN

ARDIANA IQBAL NURROHMAN
NRP 01111640000045

Dosen Pembimbing:
Dr.rer.nat. Bintoro Anang Subagyo

DEPARTEMEN FISIKA
Fakultas Sains dan Analitika Data
Institut Teknologi Sepuluh Nopember
Surabaya 2020



Halaman ini sengaja dikosongkan



FINAL PROJECT - SF184801

STATIC AND SPHERICAL SYMMETRY
SOLUTION OF EINSTEIN FIELD EQUATION

ARDIANA IQBAL NURROHMAN
NRP 01111640000045

Supervisor:
Dr.rer.nat. Bintoro Anang Subagyo

DEPARTMENT OF PHYSICS
Faculty of Science and Data Analytics
Institut Teknologi Sepuluh Nopember
Surabaya 2020

iii



Halaman ini sengaja dikosongkan



LEMBAR PENGESAHAN

SOLUSI STATIS DAN BERSIMETRI BOLA
DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN

STATIC AND SPHERICAL SYMMETRY
SOLUTION OF EINSTIN FIELD EQUATION

TUGAS AKHIR

Diajukan Untuk Mcmenuhi Salah Satu Syarat
Memperolch Gelar Sarjana Sains

pada Bidang Fisil<a Teori
Program Studi S-1 Departemen Fisika

Fakultas Sains dan Analitika Data
Institut Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya

Oleh

ARDIANA IQBAL NURROHMAN
NRP.01111640000045

Menyetujui

Dosen Pe irnbing

Dr.rer.nat. Bintoro Anang S.
NIP.197 1.1.015

OEPARTEMEN
Ftst}(A



Halaman ini sengaja dikosongkan



SOLUSI STATIS DAN BERSIMETRI BOLA
DARI PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN

Nama : ARDIANA IQBAL NURROHMAN

NRP : 01111640000045

Departemen : Fisika

Pembimbing : Dr.rer.nat. Bintoro Anang Subagyo

Abstrak
Solusi Schwarzschild dan Solusi Reissner-Nordstrom merupak-
an solusi statis dan bersimetri bola dari Persamaan Medan
Einstein dalam Teori Relativitas Umum. Solusi Schwarzschild
memenuhi kondisi elektrovakum, sedangkan Solusi Reissner-
Nordstrom memenuhi kondisi di mana terdapat medan elek-
tromagnetik. Pada tugas akhir ini hanya ditinjau medan lis-
triknya saja. Kedua solusi tersebut mendeskripsikan ruang-
waktu di sekitar Lubang Hitam Schwarzschild dan Lubang
Hitam Reissner-Nordstrom. Pada tugas akhir ini, dibahas si-
fat ruang-waktu dari solusi tersebut dan pengaruh konstanta
kosmologi terhadap Metrik Reissner-Nordstrom. Hasil yang
diperoleh terdapat satu singularitas intrinsik pada kedua so-
lusi tersebut. Pada Solusi Schwarzschild terdapat satu hori-
zon peristiwa yang terletak pada r = 2m yang memisahkan
ruang-waktu Schwarzschild menjadi 2 area terpisah. Sedangk-
an pada Solusi Reissner-Nordstrom, terdapat 2 horizon yaitu
horizon peristiwa pada r = r+ dan r = r−, yang memisahk-
an ruang waktu Reissner-Nordstrom menjadi 3 area terpisah.
Kehadiran konstanta kosmologi memberikan deskripsi keha-
diran kurvatur dalam latar belakang ruang-waktu dari solusi
Reissner-Nordstrom.
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STATIC AND SPHERICAL SYMMETRY
SOLUTION OF EINSTIN FIELD EQUATION

Name : ARDIANA IQBAL NURROHMAN

NRP : 01111640000045

Department : Physics

Supervisor : Dr.rer.nat. Bintoro Anang Subagyo

Abstract
Schwarzschild and Reissner-Nordstrom Metric are static dan
spherical symmetric solution of Einstein Field Equation in Ge-
neral Relativity. Schwarzschild Solution satisfies the electro-
vacuum of Einstein equation, while Reissner-Nordstrom Solu-
tion satisfies the equation in the presence of electromagnetic
field. In this final project we consider only the electrostatic
field. Both solutions describe spacetime around Schwarzschild
Black Hole and Reissner-Nordstrom Black Hole respectively.
They also have one intrinsic singularity at r = 0. The Schwa-
rzschild black hole has an event horizon at r = 2m that se-
parate spacetime into inside and outsite horizon. In Reissner-
Nordstrom solutions there are two event horizons at r = r+

and r = r−, that separate spacetime into three region. The
presence of cosmological constant describe pre-existing curva-
ture on the spacetime background of Reissner-Nordstrom so-
lution.

Keywords : Cosmological Constant,

Einstein Field Equation,

Reissner-Nordstrom Solution,

Schwarzschild Solution
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Teori Gravitasi telah dijelaskan dengan baik sejak lama
dengan Hukum Gravitasi Universal Newton. Teori ini me-
nerangkan bahwa benda-benda di alam semesta saling tarik-
menarik oleh suatu gaya yang berbanding terbalik dengan ku-
adrat jarak kedua benda dan berbanding lurus dengan hasil
kali dari masing-masing massa benda. Teori ini sangat berha-
sil dalam menjelaskan bagaimana gerak benda-benda langit
dengan ketelitian yang tinggi. Keberhasilan teori gravitasi
Newton, mengalami kegagalan dalam menjelaskan perilaku
gerak benda yang berada pada medan gravitasi yang kuat,
seperti lintasan Planet Merkurius yang tidak sesuai dengan
prediksi teori gravitasi Newton. Tentu saja, hal ini meng-
ganggu kenyamanan ilmuwan yang merasa teori fisika telah
sempurna di masa akhir abad 19.

Einstein, pada tahun 1916 mengajukan teori yang revolu-
sioner, yaitu Teori Raltivitas Umum untuk menggantikan te-
ori gravitasi Newton yang mngalami kegagalan. Einstein, se-
cara radikal mengubah presepsi ilmuwan terhadap ruang dan
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waktu sekaligus, yang mana pada masa tersebut, ruang dan
waktu dianggap independen dan tidak saling memengaruhi.
Einstin berpendapat bahwa ruang dan waktu merupakan satu
kesatuan dalam satu struktur ruang-waktu. Lebih lanjut la-
gi, Einstein juga berpendapat bahwa gaya gravitasi bukanlah
akibat dari interaksi benda-benda, melainkan akibat dari ke-
lengkungan ruang-waktu. Tentu saja, hal ini sulit dimengerti
bahkan oleh ilmuwan fisika sekalipun. Terlepas dari konsep
rumit tersebut, teori gravitasi Einstein dapat dengan mudah
dan akurat menjelaskan perilaku lintasan Planet Merkurius
yang tidak wajar maupun perilaku benda-benda langit yang
lain. Formulasi teori gravitasinya ini dirumuskan dalam per-
samaannya yang terkenal yaitu Persamaan Medan Einstein.

Solusi dari persamaan medan Einstein pertama kali diker-
jakan oleh Karl Schwarzschild pada tahun yang sama dengan
dipublikasikannya Teori Relativitas Umum. Schwarzschild mem-
berikan solusi dengan simetri bola untuk persamaan medan
Einstein pada ruang vakum. Hasil yang didapatkan adalah
terdapat singularitas yang pada masa selanjutnya disebut se-
bagai Lubang Hitam (Black Hole) statik. Lubang hitam me-
rupakan daerah di dalam ruang-waktu yang memiliki keleng-
kungan ruang-waktu sangat besar . Besarnya kekuatan da-
ri kelengkungan ruang-waktu ini bahkan membuat area yang
terisolasi sama sekali dari dunia luar. Hal ini berarti bahwa
benda apapun yang memasuki area tersebut tidak akan per-
nah bisa keluar dari area tersebut, bahkan cahaya sekalipun.
Batas area tersebut kemudian dikenal sebagai Horizon Pers-
tiwa (Event Horizon) atau point of no return. Disebut demi-
kian, karena lubang hitam bukanlah penyedot debu raksasa
yang memasukkan apa saja ke dalamnya, melainkan seperti
air terjun yang hanya menjatuhkan benda-benda yang terlalu
dekat dengannya. Jika persamaan medan Einstein dipadukan
dengan persamaan Maxwell, maka akan didapat Persamaan
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Medan Einstein-Maxwell. Solusi statik dari persamaan ini di-
selesaikan oleh Hans Jacob Reissner dan Gunnar Nordstrom
yang kemudian diberi nama solusi Reissner-Nordstrom (RN)
yaitu solusi untuk lubang hitam yang statik, simetri bola, dan
bermuatan. Ekspansi alam semesta yang terobservasi oleh
Hubble juga membutuhkan kehadiran Konstanta Kosmologi
agar teori gravitasi konsisten dengan observasi tersebut. Hasil
dari penambahan konstanta kosmologi terhadap solusi Reiss-
ner Nordstrom akan menghasilkan solusi Reissner-Nordstrom
(Anti) de Sitter (RN(A)dS).

1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah pada tugas akhir ini adalah bagaimana
mendapatkan solusi dari Persamaan Medan Einstein yang ber-
sifat statis dan bersimetri bola beserta aspek ruang-waktunya
juga pengaruh konstanta kosmologi terhadap solusi tersebut.

1.3 Tujuan

Tujuan pada pembuatan tugas akhir ini adalah untuk men-
dapatkan solusi dari Persamaan Medan Einstein yang bersifat
yang bersifat statis dan bersimetri bola beserta sifat ruang-
waktunya serta pengaruh konstanta kosmologi terhadap solusi
tersebut.

1.4 Batasan Masalah

Batasan masalah pada tugas akhir ini adalah hanya di-
tinjau pada medan listrik untuk kasus tanpa sumber (source
free), statis dan bersimetri bola.
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1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat pembuatan tugas akhir ini adalah agar pembaca
dapat memahami sifat ruang-waktu dan pengaruh konstanta
kosmologi terhadap solusi persamaan medan Einstein yang
bersifat statis dan bersimetri bola.

1.6 Sistematika Penelitian

Sistematika penelitian pada tugas akhir ini terdiri dari 5
bab: Bab 1 berisi tentang latar belakang, rumusan masa-
lah,tujuan, manfaat penelitian, dan sistematika penelitian tu-
gas akhir ini. Kemudian pada Bab 2 berisi tentang Persamaan
Medan Einstein. Bab 3 adalah Solusi Statis dan Bersimetri
Bola dari Persamaan Medan Einstein. Bab 4 berisi tentang
Lubang Hitam. Bab 5 berisi tentang Kosntanta Kosmologi
Tak Nol dan Bab 6 berisi kesimpulan dan saran tugas akhir
ini. Lampiran berisi penurunan rumus secara detail dalam tu-
gas akhir ini. Pada tugas akhir ini, secara umum digunakan
sistem satuan Heaviside jika tidak dinyatakan terlebih dahulu
dan indeks yang menggunakan huruf yunani (misal µ) ber-
jalan dari (0,1,2,3) serta indeks untuk huruf latin (misal j)
berjalan dari (1,2,3) dengan konfigurasi metrik (-,+,+,+)



Bab 2

Persamaan Medan
Einstein

Pada bab ini, akan diformulasikan Persamaan Medan Ein-
stein dan Persamaan Medan Elektromagnetik Maxwell dalam
bentuk persamaan tensor. Persamaan Medan Einstein me-
rupakan persamaan yang menggambarkan geometri dari ru-
ang waktu akibat pengaruh gravitasi sedangkan Persamaan
Medan Elektromagnetik Maxwell merupakan persamaan yang
menggambarkan perilaku medan elektromagnetik.

2.1 Tensor Kurvatur

Geometri ruang waktu yang digambarkan dalam persama-
an medan vakum Einstein dijabarkan dalam tensor kurvatur
ruang waktu. Bentuk tensor kurvatur ini lah yang akan men-
definisikan geometri dari ruang waktu. Pada bagian ini akan
diturunkan tensor kurvatur dalam persamaan medan Einste-
in.

Diberikan suatu vektor sembarang Aµ pada suatu ruang
Minkowski kemudian ditranslasikan secara parallel melewati

5
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Gambar 2.1: Translasi Parallel Vektor dalam (a) Ruang Datar
(b) Ruang Lengkung (Crouse, 2015)

dua titik sepanjang suatu lintasan tertutup C, maka posisi
vektor tersebut akan berhimpitan dengan posisi awal vektor
tersebut sebelum ditranslasikan seperti pada Gambar 2.1.a.
Hal ini terjadi karena pada ruang Minkowski atau ruang da-
tar, dua garis yang sejajar pada suatu permukaan datar akan
terus sejajar sepanjang lintasan garis tersebut pada permu-
kaan datar tersebut, dengan demikian translasi parallel suatu
vektor dalam lintasan tertutup tidak mengubah posisi dan
arah vektor tersebut. Tetapi, pada ruang yang lengkung, dua
garis sejajar tidak akan selalu sejajar sepanjang lintasan garis
tersebut dan berubah tergantung bentuk dari ruang lengkung
tersebut. Jika ruang tersebut tertutup misalnya seperti bola,
maka dua garis sejajar pada permukaan bola akan bertemu
pada suatu titik pada permukaan bola tersebut. Jika ruang-
nya terbuka, misalnya seperti pelana kuda, dua garis sejajar
pada permukaan pelana akan saling menjauh ketka garis ter-
sebut diteruskan sepanjang lintasannya. Dengan kata lain,
pada ruang lengkung, translasi parallel suatu vektor melewati
dua titik dalam suatu lintasan tertutup akan merubah vektor
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tersebut sesuai lintasannya seperti pada Gambar 2.1.b. Jika
perubahan vektor tersebut adalah ∆Aµ dalam suatu lintasan
C, maka besarnya perubahan vektor tersbut sama dengan,

∆Aµ =

∮
C
δAµ =

∮
C

ΓνµρAµ dx
ρ, (2.1)

dengan Γνµρ adalah koefisien koneksi atau simbol Christoffel
yang sama dengan turunan pertama dari tensor metrik dengan
nilai,

Γνµρ =
1

2
gνσ(∂ρgµσ + ∂µgρσ − ∂σgµρ). (2.2)

Dari teorema Stokes, integral kontur C dapat ditransformasi
menjadi integral luasan S sehingga

∆Aµ =
1

2

∮
C

[Dγ(ΓρµνAρ)−Dν(ΓρµγAρ)] dSγν , (2.3)

dengan Dγ merupakan operator turunan kovarian yang menu-
runkan tensor secara tensorial. Penggunaan operator turunan
kovarian pada tensor karena pada turunan biasa, tensor ber-
transformasi tidak secara tensor. Hal ini dapat didemonstra-
sikan dalam turunan vektor kovarian berikut.

Misalkan diberikan suatu vektor kovarian Xµ. Vektor ini
bertansformasi sebagai

Aµ =
∂xν

∂xµ
Aν . (2.4)

Ketika diturunkan secara parsial, diperoleh

∂Xµ

∂xγ
=

∂

∂xγ

(
∂xν

∂xµ
Aν

)
=
∂xσ

∂xγ
∂

∂xσ

(
∂xν

∂xµ
Aν

)
=
∂xσ

∂xγ
∂Xν

∂xσ
∂xν

∂xµ
+
∂xσ

∂xγ
∂2xν

∂xσ∂xµ
Aν

(2.5)
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Jika hanya suku pertama saja yang muncul, maka turunan
tersbut mentransformasi tensor secara tensorial. Namun, pe-
nambahan suku kedua mencegah hal tersebut. Sehingga digu-
nakan suatu turunan baru yang menurunkan tensor sekaligus
mentransformasinya secara tensorial

Dγ = ∂γ − Γνµσ (2.6)

dengan

Γνµσ =
∂xσ

∂xγ
∂2xν

∂xσ∂xµ
. (2.7)

Dengan demkian dengan menggunakan operator turunan ini,
tensor tetap dapat bertransformasi secara tensorial.

Operator ini dapat disimplifikasi menjadi operator turun-
an biasa Dγ → ∂γ pada kasus turunan dari suatu skalar. Ke-
mudian dengan menjabarkan suku pertama dan kedua

Dγ(ΓρµνAρ) ≡DγCµν

=∂γCµν − ΓσµγCσν − ΓσγνCµσ
(2.8)

Dν(ΓρµγAρ)] ≡DνCµγ

=∂νCµγ − ΓσµνCσγ − ΓσνγCµσ.
(2.9)

Dari Pers. (2.8) dan Pers. (2.9), maka akan didapatkan.

Dγ(ΓρµνAρ)−Dν(ΓρµγAρ) =DγCµν −DνCµγ

=∂γCµν − ΓσµγCσν − ΓσγνCµσ

− (∂νCµγ − ΓσµνCσγ − ΓσνγCµσ)

=∂γCµν − ΓσµγCσν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ

(2.10)

Dengan demikian didapatkan,

(DγCµν −DνCµγ)dSγν =(∂γCµν − ΓσµγCσν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ)dSγν

=(∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ − ΓσµγCσν)dSγν

(2.11)
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karena tensor permukaan merupakan tensor yang simetrik (dSγν =
dSνγ), maka

(DγCµν −DνCµγ)dSγν =

∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ − ΓσµγCσν︸ ︷︷ ︸
γ↔ν


dSγν

=(∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ)dSγν

− ΓσµνCσγdS
νγ

=(∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ)dSγν

− ΓσµνCσγdS
γν

(2.12)

sehingga didapatkan,

(DγCµν −DνCµγ)dSγν =(∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ − ΓσµνCσγ)dSγν

=(∂γCµν − ∂νCµγ)dSγν

=(∂γΓρµνAρ − ∂νΓρµγAρ)dS
γν

(2.13)

Dari Pers. (2.13) dapat diketahui bahwa simplifikasi Dγ →
∂γ dapat digunakan pada kasus tersebut. Dengan demikian
integral pada Pers. (2.3) akan menjadi

∆Aµ =
1

2

∮
C

[Dγ(ΓρµνAρ)−Dν(ΓρµγAρ)] dSγν

=
1

2

∮
C

[∂γ(ΓρµνAρ)− ∂ν(ΓρµγAρ)] dS
γν

=
1

2

∮
C

[∂γ(Γρµν)Aρ + Γρµν∂γAρ − ∂ν(Γρµγ)Aρ − Γρµγ∂νAρ] dS
γν
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(2.14)

karena

δAρ = ΓλργAλdx
γ → ∂γAρ = ΓλργAλ (2.15)

maka

∆Aµ =
1

2

∮
C

[∂γ(Γρµν)Aρ + ΓρµνΓλργAλ − ∂ν(Γρµγ)Aρ − ΓρµγΓλρνAλ] dSγν

=
1

2

∮
C

[∂γ(Γρµν)Aρ − ∂ν(Γρµγ)Aρ + ΓρµνΓλργAλ − ΓρµγΓλρνAλ] dSγν

=
1

2

∮
C

∂γ(Γρµν)Aρ − ∂ν(Γρµγ)Aρ + ΓρµνΓλργAλ − ΓρµγΓλρνAλ︸ ︷︷ ︸
λ↔ρ

 dSγν
=

1

2

∮
C

[∂γ(Γρµν)Aρ − ∂ν(Γρµγ)Aρ + ΓλµνΓρλγAρ − ΓλµγΓρλνAρ] dS
γν

=
1

2

∮
C

[∂γ(Γρµν)− ∂ν(Γρµγ) + ΓλµνΓρλγ − ΓλµγΓρλν ]Aρ dS
γν

≡ 1

2

∮
C
RρµγνAρ dS

γν

(2.16)

dengan Rρµγν merupakan tensor kurvatur Riemann

Rρµγν = ∂γΓρµν − ∂νΓρµγ + ΓλµνΓρλγ − ΓλµγΓρλν . (2.17)

Tensor kurvatur Riemann mendeskripsikan bentuk dari ke-
lengkungan suatu ruang berdimensi-N. Kemudian, didefini-
sikan tensor Ricci yang merupakan tensor rank-2 dari tensor
kurvatur Riemann sebagai berikut

Rµγ = Rρµγρ = ∂γΓρµρ − ∂ρΓρµγ + ΓλµρΓ
ρ
λγ − ΓλµγΓρλρ,(2.18)
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serta scalar Ricci merupakan trace dari tensor Ricci sebagai
berikut

R = Rµµ = gµγRµγ . (2.19)

Tensor dan skalar Ricci tersebut yang mendefinisikan keleng-
kungan ruang-waktu.

2.2 Persamaan Medan Einstein

Persamaan Medan Einstein menggambarkan bagaimana
ruang-waktu melengkung akibat pengaruh medan gravitasi.
Bentuk kelengkungan ruang-waktu digambarkan dalam ten-
sor Ricci dalam persamaan medan Einstein. Pada bagian ini
akan diturunkan Persamaan Medan Einstein dengan menggu-
nakan integral aksi dari rapat lagrangiannya.

Aksi Einstein-Hilbert oleh medan gravitasi pada ruang va-
kum diberikan oleh,

IG =
1

c

∫
Ω

√
−gLG(gµν , ∂σgµν)dΩ, (2.20)

dengan bentuk dari LG adalah

LG = − c4

16πG
R, (2.21)

dengan c merupakan kecepatan cahaya, G konstanta gravitasi
universal, dan R merupakan skalar Ricci. Dengan mensubsti-
tusikan nilai LG di atas ke persamaan aksinya, didapatkan

IG = − c3

16πG

∫
Ω

√
−gR dΩ. (2.22)

Kemudian persamaan tersebut divariasikan menjadi

δIG = − c3

16πG

∫
Ω
δ(
√
−gR)dΩ, (2.23)
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dengan

δ(
√
−gR) =δ(

√
−ggµνRµν)

=δ(
√
−g)gµνRµν +

√
−gδ(gµν)Rµν

+
√
−ggµνδ(Rµν). (2.24)

Karena

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν , (2.25)

maka

δ
√
−g =

∂
√
−g
∂g

δg

= − 1

2
√
−g

δg

= − 1

2
√
−g

(−ggµνδgµν)

= −
√
−g
2

gµνδg
µν .

(2.26)

Dengan mensubstitusikan hasil di atas ke Pers. (2.24),
didapatkan

δ(
√
−gR) =−

√
−g
2

gµνδg
µνgµνRµν +

√
−gδ(gµν)Rµν

+
√
−ggµνδ(Rµν)

=−
√
−g
2

gµνδg
µνR+

√
−gδ(gµν)Rµν

+
√
−ggµνδ(Rµν)

=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν +

√
−ggµνδ(Rµν),

(2.27)
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dengan suku ketiga,

gµνδRµν =gµνδ(∂νΓρµρ − ∂ρΓρµν + ΓλµρΓ
ρ
λν − ΓλµνΓρλρ)

=gµνδ(∂νΓρµρ − ∂ρΓρµν)

+ gµνδΓλµρΓ
ρ
λν + gµνΓλµρδΓ

ρ
λν

− gµνδΓλµνΓρλρ − g
µνΓλµνδΓ

ρ
λρ

+ gµνΓλµρδΓ
ρ
λν − g

µνΓλµρδΓ
ρ
λν

=gµνδ (∂νΓρµρ − ∂ρΓρµν)︸ ︷︷ ︸
ρ→ λ

+ gµν (ΓρνρδΓ
λ
µλ − ΓρλρδΓ

λ
µν)︸ ︷︷ ︸

ρ→ γ

+ gµνδΓλµρΓ
ρ
λν︸ ︷︷ ︸

λ→ µ, µ→ ρ, ρ→ λ

+ gµνΓλµρδΓ
ρ
λν︸ ︷︷ ︸

ρ↔ ν

− gµνΓλµνδΓ
ρ
λρ︸ ︷︷ ︸

λ→ µ, µ→ ρ, ρ→ λ

− gµνΓρνρδΓ
λ
µλ︸ ︷︷ ︸

ρ↔ ν

=gµνδ(∂νΓλµλ − ∂λΓλµν)

+ gµν(ΓγνγδΓ
λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν)

+ gρνΓµρλδΓ
λ
νµ + gµρΓνρλδΓ

λ
µν

− gρνΓµρνδΓ
λ
µλ − gµρΓνρνδΓλµλ

=gµνδ(∂νΓλµλ − ∂λΓλµν)

+ gµν(ΓγνγδΓ
λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν)

− (−gρνΓµρλ − g
µρΓνρλ)δΓλµν

+ (−gρνΓµρν − gµρΓνρν)δΓλµλ.

(2.28)

Karena turunan kovarian dari tensor metrik bernilai nol, maka

Dλg
µν = ∂λg

µν + Γµρλg
ρν + Γνρλg

µρ = 0

∂λg
µν = −Γµρλg

ρν − Γνρλg
µρ,

(2.29)



14

Dνg
µν = ∂νg

µν + Γµρνg
ρν + Γνρνg

µρ = 0

∂νg
µν = −Γµρνg

ρν − Γνρνg
µρ.

(2.30)

dengan mensubstitusikan 2.29 dan 2.30 ke 2.28, diperoleh

gµνδRµν =gµνδ(∂νΓλµλ)− gµνδ(∂λΓλµν)

+ gµν(ΓγνγδΓ
λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν)

− ∂λgµνδΓλµν + ∂νg
µνδΓλµλ

=gµν∂ν(δΓλµλ)− gµν∂λ(δΓλµν)

+ gµν(ΓγνγδΓ
λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν)

− (∂λg
µν)δΓλµν + (∂νg

µν)δΓλµλ

= ∂ν(gµνδΓλµλ)︸ ︷︷ ︸
λ↔ ν

−∂λ(gµνδΓλµν)

+ Γγνγ(gµνδΓλµλ)︸ ︷︷ ︸
λ↔ ν

−Γγλγ(gµνδΓλµν)

=∂λ(gµλδΓνµν − gµνδΓλµν)

+ Γγλγ(gµλδΓνµν − gµνδΓλµν).

(2.31)

Kemudian didefinisikan vektor-4,

ωλ = gµλδΓνµν − gµνδΓλµν , (2.32)
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dan mengingat nilai dari simbol Christoffel

Γγλγ =
1

2
gγσ(∂γgλσ + ∂λgγσ − ∂σgλγ︸ ︷︷ ︸

γ↔σ

)

=
1

2
gγσ(∂γgλσ + ∂λgγσ − ∂γgλσ)

=
1

2
gγσ∂λgγσ =

1

2
gγσ

∂gγσ
∂xλ

=
1√
−g

−1

2
√
−g

ggγσ
∂gγσ
∂xλ

=
1√
−g

∂
√
−g
∂g

∂g

∂gγσ

∂gγσ
∂xλ

=
∂ ln
√
−g

∂g

∂g

∂gγσ

∂gγσ
∂xλ

=
∂ ln
√
−g

∂gγσ

∂gγσ
∂xλ

=
∂ ln
√
−g

∂xλ

=∂λ ln
√
−g.

(2.33)

Dengan menggunakan kedua persamaan di atas, Pers. (2.31)
dapat dituliskan kembali sebagai

gµνδRµν =∂λω
λ + Γγλγω

λ

=∂λω
λ +

1√
−g

∂λ ln
√
−gωλ

=
1√
−g

∂λ(
√
−gωλ). (2.34)

Kemudian, hasil di atas disubstitusikan ke Pers. (2.35) dipe-
roleh

δ(
√
−gR) =

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν +

√
−g 1√

−g
∂λ(
√
−gωλ)

=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂λ(

√
−gωλ).

(2.35)
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Dengan demikan, variasi dari integral aksi medan gravitasi
menjadi

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

(√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂λ(

√
−gωλ)

)
dΩ,

(2.36)

dengan suku kedua pada integral akan bernilai nol ketika di-
integralkan,∫

Ω
∂λ(
√
−gωλ)dΩ =

∫
Ω
∂λ(
√
−gωλ)dx0d3x

=

∫∫
∂0(
√
−gω0)dx0d3x

+

∫∫
∂i(
√
−gωi)dx0d3x

(2.37)

karena ω0 merupakan konstanta sehigga suku pertama sama
dengan 0, begitu juga pada suku kedua yang merupakan inte-
gral volume-empat dari divergensi suatu vektor yang kemudi-
an menjadi integral luasan yang variasinya sama dengan nol,∫∫

∂i(
√
−gωi)dx0d3x =

∫
dx0

∫
∂i(
√
−gωi)d3x

=

∫
dx0

∫
∇i(
√
−gωi)d3x

=

∫
dx0

∮
(
√
−gωi)ndS︸ ︷︷ ︸

=0

, (2.38)

sehingga diperoleh

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ. (2.39)
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Kemudian jika diambil variasi terkecil δIG = 0, diperoleh

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ

= 0.

(2.40)

Karena − c3

16πG 6= 0 dan dipilih δgµν 6= 0, maka agar varia-
si integral aksi di atas bernilai nol suku Rµν − 1

2gµνR harus
bernilai nol, sehingga diperoleh

Rµν −
1

2
gµνR = 0, (2.41)

yang merupakan Persamaan Medan Einstein pada kondisi elek-
trovakum (tidak ada materi dan energi).

Sedangkan variasi aksi untuk massa sumber adalah

δIM = −1

c

∫
Ω
δ(
√
−gLM )dΩ (2.42)

dengan

δ(
√
−gLM ) =

∂(
√
−gLM )

∂gµν
δgµν

=

(
∂
√
−g

∂gµν
LM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
∂
√
−g
∂g

∂g

∂gµν
LM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
− 1

2
√
−g

ggµν∂gµν
∂gµν

LM +
√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
− 1

2
√
−g

(−
√
−g
√
−g)gµνLM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
1

2
(
√
−g)gµνLM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
1

2
gµνLM +

∂LM
∂gµν

)√
−gδgµν

(2.43)
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dengan mendefinsikan

Tµν =
∂L
∂gµν

+ gµνL, (2.44)

maka

δ(
√
−gLM ) =

1

2

(
gµνLM + 2

∂LM
∂gµν

)√
−gδgµν

=
1

2
Tµν
√
−gδgµν

=
1

2

√
−gTµνδgµν

=
1

2

√
−ggγµgλνTγλδgµν

=
1

2

√
−gTγλgγµgλνδgµν

=
1

2

√
−gTγλδgγλ

=
1

2

√
−gTµνδgµν

(2.45)

Pers. (2.45) disubstitusikan ke Pers, (2.42) sehingga diperoleh,

δIM =
1

2c

∫
Ω

√
−gTµνδgµνdΩ (2.46)

Kemudian diambil aksi total yang merupakan penjumlahan
aksi gravitasi dengan aksi massa sumber sebagai,

I =IG + IM

δI =δIG + δIM = 0

δIG =− δIM
(2.47)

kemudian dengan mensubstitusikan Pers. (2.39) dan Pers.
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(2.46), diperoleh

− c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ =− 1

2c

∫
Ω

√
−gTµνδgµνdΩ

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν .

(2.48)

Pers. (2.48) merupakan Persamaan Medan Gravitasi Einstein
dengan adanya suatu medan lain. Dapat dilihat, jika dipilih
Tµν = 0 (tidak ada materi dan energi) maka persamaan terse-
but akan menjadi Persamaan Medan Vakum Einstein. Pers.
(2.48) jika dikalikan dengan gµν akan diperoleh

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR =

8πG

c4
gµνTµν

R− 1

2
δµµR =

8πG

c4
T

R− 1

2
(δ0

0 + δ1
1 + δ2

2 + δ3
3)R =

8πG

c4
T

R− 2R =
8πG

c4
T

R =− 8πG

c4
T

(2.49)

dengan T merupakan trace dari tensor energi-momentum. Ke-
mudian Pers. (2.49) disubstitusikan ke Pers. (2.48) sehingga
didapatkan persamaan medan Einstein dalam ungkapan lain
sebagai berikut,

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
. (2.50)

2.3 Persamaan Medan Maxwell

Pada bagian ini, akan dijabarkan persamaan medan elek-
tromagnetik Maxwell dalam bentuk persamaan tensor. Per-
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samaan Medan Maxwell merupakan persamaan yang meng-
gambarkan perilaku medan elektromagnetik. Persamaan ter-
sebut merupakan gabungan dari 4 persamaan medan listrik
dan medan magnet.

Definisi dari vektor medan magnet dan medan listrik dari
vektor potensial diberikan sebagai,

~H =~∇× ~A

~E =− 1

c

∂ ~A

∂t
−∇φ,

(2.51)

dengan ~H merupakan vektor medan magnet, ~E merupakan
vektor medan listrik, ~A merupakan vektor potensial dan φ
merupakan suatu medan skalar. Dengan mengambl curl dari
vektor medan listrik, diperoleh

~∇× ~E = −1

c

∂

∂t
~∇× ~A− ~∇× (~∇φ). (2.52)

Mengingat bahwa curl dari semua skalar bernilai nol, maka
persamaan di atas dapat ditulis sebagai

~∇× ~E = −1

c

∂ ~H

∂t
. (2.53)

Kemudian dengan mengambil divergensi dari vektor medan
magnet, diperoleh

~∇ · ~H = ~∇ · ( ~∇× ~A). (2.54)

Karena divergensi dari semua curl bernilai nol, diperoleh

~∇ · ~H = 0. (2.55)

Pers. (2.53) dan (2.55) merupakan persamaan Maxwell yang
homogen. Kemudian dengan mengkombinasikan ~A dan φ se-
hingga,

Aµ = (A0 = φ,Ai). (2.56)
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Dengan demikian ~H dan ~E sebanding dengan turunan dari
Aµ (∂µAµ) sehingga ~H dan ~E dapat mmbentuk suatu tensor
dalam bentuk Fµν yang mana bergantung pada ∂µ dan Aµ
juga anti simetris. Satu-satunya pilihan adalah dengan bentuk

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ; ∂µ = (−∂0, ∂i), (2.57)

yang merupakan tensor kuat medan elektromagnetik. Dari
persamaan tersebut dapat diperoleh,

∂σFµν + ∂µFνσ + ∂νFσµ = 0. (2.58)

Pers. (2.58) merupakan Persamaan Maxwel Homogen. Di-
sebut Homogen karena hanya terdiri dari tensor kuat medan
elekstromagnetik Fµν saja.

Sedangkan untuk mendapatkan persamaan Maxwell non
homogen, diturunkan persamaan Euler-Lagrange untuk rapat
lagrangian L yang bergantung pada suatu besaran q dan tu-
runan pertamanya ∂q

∂xµ = q,µ dari integral aksi rapat lagrangi-
annya yaitu

I =

∫
L(q, q,µ )dV dt

=
1

c

∫
L(q, q,µ )dΩ.

(2.59)

Kemudian, dengan melakukan variasi pada integral aksi di
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atas, diperoleh

δI =
1

c

∫
δL(q, q,µ )dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q,µ

δq,µ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

δ
∂q

∂xµ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

∂δq

∂xµ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

∂δq

∂xµ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂

∂xµ

(
δq

∂L
∂(∂µq)

)
−
(

∂

∂xµ
∂L

∂(∂µq)

)
δq

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq + ∂µ

(
∂L

∂(∂µq)
δq

)
−
(
∂µ

∂L
∂(∂µq)

)
δq

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq − ∂µ

∂L
∂(∂µq)

δq

)
dΩ = 0

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
− ∂µ

∂L
∂(∂µq)

)
δqdΩ = 0.

(2.60)

Sehingga diperoleh persamaan Euler-Lagrange,

(
∂L
∂q
− ∂µ

∂L
∂(∂µq)

)
= 0. (2.61)
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Turunan pertama terhadap rapat lagrangian tersebut,

∂L
∂xµ

=
∂L
∂q

∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂µq)

∂(∂µ)

∂xµ

= ∂λ
∂L

∂(∂λq)

∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂µq)

∂(∂µ)

∂xµ

= ∂λ
∂L

∂(∂λq)
∂µq +

∂L
∂(∂µq)

∂µ∂νq

= ∂λ

(
∂µq

∂L
∂(∂λq)

)
− ∂L
∂(∂λq)

∂λ∂µq +
∂L

∂(∂µq)
∂µ∂νq

= ∂λ

(
∂µq

∂L
∂(∂λq)

)
− ∂L
∂(∂λq)

∂λ∂µq︸ ︷︷ ︸
λ→

+
∂L

∂(∂µq)
∂µ∂νq

= ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

)
− ∂L
∂(∂µq)

∂µ∂νq︸ ︷︷ ︸
µ↔ν

+
∂L

∂(∂µq)
∂µ∂νq

= ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

)
− ∂L
∂(∂µq)

∂µ∂νq +
∂L

∂(∂µq)
∂µ∂νq

∂L
∂xµ

= ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

)
∂L
∂xν

∂xν

∂xµ
= ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

)
∂L
∂xν

δνµ = ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

)
0 = ∂ν

(
∂µq

∂L
∂(∂νq)

− δνµL
)
≡ ∂νT νµ ,

(2.62)

maka diperoleh definisi Tensor Campuran Energi-Momentum

T νµ = ∂µq
∂L

∂(∂νq)
− δνµL. (2.63)
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Rapat lagrangian medan elektromagnetik diberikan oleh

LEM = −1

4
FµνF

µν −AµJµ, (2.64)

dengan Jµ merupakan vektor-empat arus listrik (Jµ = (ρ, ~J).
Karena Tensor F merupakan tensor yang bergantung terha-
dap turunan pertama dari vektor potensial Aµ, maka lagra-
ngiannya hanya bergantung terhadap Aµ dan ∂µAµ. Maka
persamaan Euler-Lagrange-nya menjadi,

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0. (2.65)

Substitusi rapat lagrangian elegtromagnetik ke persamaan di
atas, suku pertamanya akan menghasilkan,

∂L
∂Aν

= −∂AµJ
µ

∂Aν
= −δνµJµ = −Jν . (2.66)

Untuk suku kedua diperoleh,

∂L
∂(∂µAν)

= −1

4

∂(FαβF
αβ)

∂(∂µAν)

= −1

4
gραgσβ

∂(FαβFρσ)

∂(∂µAν)

= −1

4
gραgσβ

(
∂(∂αAβ − ∂βAα)

∂(∂µAν)
Fρσ + Fαβ

∂(∂ρAσ − ∂σAρ)
∂(∂µAν)

)
= −1

4
gραgσβ

(
(δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ

ν
α)Fρσ + Fαβ(δµρ δ

ν
σ − δµσδνρ)

)
= −1

4

(
(gρµgσν − gρνgσµ)Fρσ + Fαβ(gµαgνβ − gναgµβ)

)
= −1

4
(Fµν − F νµ + Fµν − F νµ)

= −1

4
(Fµν + Fµν + Fµν + Fµν)

= −1

4
4Fµν = −Fµν ,
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(2.67)

maka diperoleh,

∂µF
µν = Jν . (2.68)

Persamaan di atas merupakan Persamaan Medan Maxwell non
homogen dalam bentuk tensor.

Kemudian Persamaan Maxwell ditinjau untuk kasus tan-
pa sumber (source free), sehingga tidak ada arus. Dengan
demikian Jν = 0 dan persamaan di atas menjadi

∂µF
µν = 0. (2.69)

Parameter q untuk medan elektromagnetik adalah Aµ, sehng-
ga tensor energi-momentumnya,

T νµ = ∂µAλ
∂L

∂(∂νAλ)
− δνµL

= −F νλ∂µAλ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλ(∂µAλ − ∂λAµ)− F νλ∂λAµ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλFµλ − F νλ∂λAµ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλFµλ − ∂λ(F νλAµ) +Aµ∂λF
νλ +

1

4
δνµF

λγFλγ

T νµ = −F νλFµλ − ∂λ(F νλAµ) +
1

4
δνµF

λγFλγ ,

(2.70)

karena ∂νT
ν
µ = 0, maka suku kedua,

∂ν∂λ(F νλAµ) =
1

2

(
∂ν∂λ(F νλAµ) + ∂ν∂λ(F νλAµ)

)
(2.71)

dengan mengmengingat tensor kuat medan merupakan tensor
yang anti-simetri (Fµν = −F νµ), diperoleh

∂ν∂λ(F νλAµ) =
1

2

(
∂ν∂λ(F νλAµ) + ∂λ∂ν(F λνAµ)

)
=

1

2

(
∂ν∂λ(F νλAµ)− ∂ν∂λ(F νλAµ)

)
= 0,

(2.72)
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maka tensor energi-momentumnya menjadi

T νµ = −F νλFµλ +
1

4
δνµF

λγFλγ , (2.73)

dengan bentuk kontravariannya,

T νµ = −gνµF νλFµλ +
1

4
gνµδνµF

λγFλγ

T νµ = −FµλF νλ +
1

4
gνµF λγFλγ ,

(2.74)

dan bentuk kovariannya

Tνµ = −gνµF νλFµλ +
1

4
gνµδ

ν
µF

λγFλγ

Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ .

(2.75)

Dengan demikian, aksi Einstein-Hilbert dari medan elektro-
magnetik adalah

IEM =
1

c

∫
LEM
√
−gdΩ (2.76)

dan variasi aksinya adalah

δIEM =
1

c

∫
δ
(
LEM
√
−g
)
dΩ

=
1

c

∫
δ
(√
−g
(−1

4
FµνF

µν −AµJµ
))
dΩ

=
1

c

∫
−1

4
δ(
√
−gFµνFµν)dΩ

(2.77)

dengan

δ(
√
−gFµνFµν) =δ(

√
−gFµνFλσgµλgνσ)

=δ(
√
−g)FµνFλσg

µλgνσ

+ 2
√
−gFµνFλσ(δgµλ)gνσ.

(2.78)
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dengan mensubstitusikan nilai δ
√
−g dari Pers. (2.26) ke per-

samaan di atas, diperoleh

δ(
√
−gFµνFµν) =−

√
−g
2

gµλδg
µλFµνFλσg

µλgνσ

+ 2
√
−gFµνFλσ(δgµλ)gνσ

=
√
−g
(
− 1

2
gµλFµνFλσg

µλgνσ + 2 FµνFλσg
νσ
)
δgµλ

=2
√
−g
(
− 1

4
gµλFµνF

µν + FµνF
ν
λ

)
δgµλ.

(2.79)

Dengan mensubstitusikan nilai tensor kovarian energi-momentum
pada Pers. (2.75) ke persamaan di atas, diperoleh

δ(
√
−gFµνFµν) =− 2

√
−g(Tµλ)δgµλ. (2.80)

Indeks λ merupakan indeks dummy sehingga dapat diganti
menjadi ν untuk menghasilkan

δ(
√
−gFµνFµν) =− 2

√
−g(Tµν)δgµν , (2.81)

sehingga variasi aksi medan elektromagnetik menjadi

δIEM =
1

c

∫
1

2

√
−g(Tµν)δgµνdΩ. (2.82)

2.3.1 Persamaan Medan Einstein-Maxwell

Aksi total dari medan gravitasi Einstein dan medan elek-
tromagnetik Maxwell, diberikan oleh

I = IG + IEM , (2.83)

dengan IG merupakan aksi oleh medan gravitasi dan IEM me-
rupakan aksi oleh medan elektromagnetik. Kemudian dila-
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kukan variasi pada aksi total tersebut agar diperoleh aksi mi-
nimum, yaitu

δI = δIG + δIEM

0 = δIG + δIEM

−δIEM = δIG

(2.84)

dengan mensubsttusi nilai δIG dan δIEM dari Pers. (2.39)
dan (2.82), diperoleh

−1

c

∫
δLEMdΩ =

∫
δLGdΩ

1

c

∫
1

2

√
−g(Tµν)δgµνdΩ = − c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ.

(2.85)

Sehingga diperoleh Persamaan Medan Einstein-Maxwell seba-
gai berikut

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν . (2.86)

Pers. (2.86) merupakan Persamaan Medan Einstein yang ter-
kopel dengan Persamaan Maxwell. Meskipun secara mate-
matis memiliki bentuk yang sama dengan Persamaan Medan
Einstein, namun dengan adanya tensor energi-momentum Ma-
xwell, persamaan tersebut mendeskripsikan sesuatu yang ber-
beda, dimana dari yang mendeskripsikan segala medan dalam
medan gravitasi menjadi hanya medan elektromagntk Maxwe-
ll dalam medan gravitasi. Persamaan tersebut menggambark-
an geometri ruang-waktu dalam kondisi vakum akibat penga-
ruh suatu medan elektromagnetik. Geometri ruang-waktu di-
definisikan oleh sisi kiri dari persamaan tersebut, dan keleng-
kungan ruang-waktu ditentukan oleh tensor Ricci Rµν dan
skalar Ricci R. Sedangkan sisi kanan dari persamaan tersebut
menggambarkan pengaruh suatu sumber medan elektromag-
netik titik di pusat koordinat.



Bab 3

Solusi Statis dan
Bersimetri Bola dari
Persamaan Medan
Einstein

3.1 Solusi Elektrovakum PersamaanMed-
an Einstein

Solusi Schwazschild merupakan solusi elektrovakum dari
Persamaan Medan Einstein. Solusi ini merupakan interpre-
tasi dari solusi untuk Persamaan Medan Einstein pada kasus
statik dan memiliki simetri bola dari suatu objek bermassa
M . Disebut statik karena tensor metrik gµν tidak bergantung
terhadap waktu atau ∂γgµν = 0, elemen garis ds2 harus in-
varian terhadap transformasi pembalikan waktu x0 → −x0.
Dengan demikian elemen garis ds2 tidak boleh memiliki su-
ku dxidx0yang menjadikannya tidak invarian terhadap tran-
sformasi pembalikan waktu, oleh karena itu gi0 = g0i = 0.

29
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Kemudian, untuk mempertahankan bentuk simetri bola dan
tensor metrik tidak bergantung waktu sehngga elemen garis-
nya tidak boleh terdapat suku silang antara t dengan (r, θ, φ),
maka tensor metrik gµν tidak bernilai 0 hanya pada elemen
diagonalnya saja yang koefisiennya merupakan fungsi dari pa-
rameter r saja.

Metrik dengan simetri bola merupakan metrik yang mem-
pertahankan bentuk

Wr2(dθ2 + sin2 θdφ2),

dengan W merupakan suatu tetapan atau fungsi dari r dan t,
dengan parameter lainnya tidak bergantung terhadap θ dan φ.
Disebut statik karena tensor metrik gµν tidak bergantung ter-
hadap waktu (∂0gµν) atau elemen garis ds2 harus invarian ter-
hadap transformasi pembalikan waktu x0 → −x0. Dengan de-
mikian elemen garis ds2 tidak boleh memiliki suku dxidx0 atau
dx0dxi yang menjadikannya tidak invarian terhadap transfor-
masi pembalikan waktu, oleh karena itu gi0 = g0i = 0. Maka
tensor metrik gµν tidak bernilai 0 hanya pada elemen diagonal-
nya saja yang koefisiennya merupakan fungsi dari parameter
r saja. Dengan demikian didapatkan ansatz untuk metriknya
berupa

ds2 = −U(r)dt2 +V (r)dr2 +W (r)r2(dθ2 +sin2 θdφ). (3.1)

Dari kondisi khusus ini, 10 komponen bebas dari tensor
metrik yang secara umum bergantung pada xµ menjadi ter-
eduksi hanya menjadi 4 komponen bebas yang merupakan
fungsi dari r saja. Kemudian, karena r merupakan parame-
ter radial, maka dapat digantikan dengan sembarang fungsi r,
sehingga misalkan diambil Wr2 = r̂2, maka r̂ =

√
Wr, serta

dr̂

dr
=
√
W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)
, (3.2)



31

maka dapat diperoleh

V dr2 =
V

W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)−2

dr̂2 ≡ V̂ dr̂2, (3.3)

sehingga V ≡ V̂ . Dengan menggunakan cara yang sama,dapat
diperoleh U ≡ Û . Kemudian dengan mengganti r menjadi r̂,
maka elemen garis di atas akan menjadi,

ds2 = −Û(r̂)dt2 + V̂ (r̂)dr2 + r̂2(dθ2 + sin2 θdφ). (3.4)

Lalu dengan menghilangkan tanda topi pada persamaan di
atas, serta dipilih ansatz fungsi dari U dan V sebagai

U(r) = e2ν(r), dan V (r) = e2λ(r), (3.5)

maka elemen garisnya menjadi

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ). (3.6)

Elemen garis persamaan di atas kemudian digunakan un-
tuk menentukan tensor metrik kovarian gµν sebagai berikut,

gµν =


−e2ν 0 0 0

0 e2λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 , (3.7)

karena

gµν = (gµν)−1 (3.8)

maka bentuk kontravarian dari tensor metriknya adalah,

gµν =


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (3.9)
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Nilai dari simbol Christoffel jenis kedua dari tensor metrik
kovarian di atas adalah

Γρµν = gρσΓσ,µν =
1

2
gρσ(∂νgµσ + ∂µgνσ − ∂σgµν), (3.10)

yang berjumlah sebanyak 64 komponen yang dapat dilihat
secara lengkap dalam Lampiran A. Komponennya yang tidak
bernilai nol adalah,

Γ0
01 = Γ0

10 = ν ′ Γ1
00 = ν ′e(2ν−2λ)

Γ1
11 = λ′ Γ1

22 = −re−2λ

Γ1
33 = −r sin2 θe−2λ Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r

Γ2
33 = − sin θcosθ Γ3

13 = Γ3
31 =

1

r
Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ.

(3.11)

Tensor Ricci dapat dihitung dengan menggunakan persa-
maan

Rµν = ∂νΓσµσ − ∂σΓσµν + ΓρµσΓσρν − ΓρµνΓσρσ. (3.12)

Karena Tensor Ricci merupakan tensor yang simetris (Rµν =
Rνµ), maka tensor tersebut hanya memiliki 10 komponen be-
bas. Untuk komponen Ri0,(i = 1, 2, 3),

Ri0 = ∂0Γσiσ − ∂σΓσi0 + ΓρiσΓσρ0 − Γρi0Γσρσ, (3.13)

karena kondisi statik, maka ∂0gµν = 0, sehingga ∂0Γσiσ = 0.
Dengan demikian tensor Ricci tersebut menjadi

Ri0 = −∂jΓji0 + ΓρijΓ
j
ρ0 − Γρi0Γjρj . (3.14)

Kemudian dengan menggunakan nilai Γij0 = 0,Γρ0ρ = 0 dan

Γ0
ij = 0, maka dapat diperoleh,

Ri0 = R0i = 0, (3.15)
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sehingga komponen Tensor Ricci yang tersisa hanya kompo-
nen dalam elemen diagonalnya saja (Rµµ). Nilai dari Rµµ ini
adalah,

Rµµ = ∂µΓσµσ − ∂σΓσµµ + ΓρµσΓσρµ − ΓρµµΓσρσ. (3.16)

Lalu untuk µ = 0

R00 = ∂0Γσ0σ − ∂σΓσ00 + Γρ0σΓσρ0 − Γρ00Γσρσ

=
{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ),

(3.17)

kemudian untuk µ = 1

R11 = ∂1Γσ1σ − ∂σΓσ11 + Γρ1σΓσρ1 − Γρ11Γσρσ

= ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
,

(3.18)

dan untuk µ = 2

R22 = ∂2Γσ2σ − ∂σΓσ22 + Γρ2σΓσρ2 − Γρ22Γσρσ

= (1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1,
(3.19)

serta untuk µ = 3

R33 = ∂3Γσ3σ − ∂σΓσ33 + Γρ3σΓσρ3 − Γρ33Γσρσ

= sin2 θ
[
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

]
= sin2 θR22.

(3.20)

Dari Pers. (2.48), Pada kondisi di mana tidak ada ma-
teri dan energi (Tµν = 0), menghasilkan Rµν = 0, sehingga
diperoleh

−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν ′

r
= 0 (3.21)

ν ′′ − λ′ν ′ + (ν ′)2 − 2λ′

r
= 0 (3.22)
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(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) = 1. (3.23)

Kemudian pers. (A.23) dan (A.24) dijumlahkan sehingga di-
peroleh

−2(ν ′ + λ′)

r
= 0, (3.24)

atau

(ν ′ + λ′) = 0 (3.25)

ν + λ = konstan. (3.26)

Pada r → ∞, metrik harus kembali pada bentuk Minko-
wski ηµν sehingga ν dan λ→ 0, maka

ν + λ = 0→ ν = −λ, (3.27)

dengan memasukkan pers.(A.25) ke pers.(A.29), maka dipe-
roleh

(1 + 2rν ′)e(2ν) =
d

dr

[
re(2ν)

]
= 1. (3.28)

Kemudian persamaan di atas diintegralkan sehingga diperoleh∫
d
[
re(2ν)

]
=

∫
dr

re(2ν) = r + C, (3.29)

dengan

C =− 2GM

c2

C =− 2m

m =
GM

c2
(3.30)

sehingga metriknya menjadi,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (3.31)

Metrik di atas merupakan metrik Schwarzschild yang membe-
rikan Solusi Persamaan Medan Vakum Einstein.
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3.2 Solusi Persamaan Medan Einstein-
Maxwell

Solusi Reissner-Nordstrom merupakan solusi dari Persa-
maan Medan Einstein-Maxwell. Solusi ini merupakan solusi
non-vakum dari Persamaan Medan Einstein dengan adanya
medan elektromagnetik. Dalam tugas akhir ini hanya ditinjau
dalam medan listrik saja, sehingga memberikan solusi yang
statik dan memiliki simetri bola di luar suatu objek massa
dan muatan titik.

Persamaan Medan Einstein

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (3.32)

jika dikalikan dengan gµν menghasilkan

gµνRµν −
1

2
gµν gµνR =

8πG

c4
gµνTµν

R− 1

2
δµµR =

8πG

c4
T.

(3.33)

Dengan mensubstitusi

δµµ = δ0
0 + δ1

1 + δ2
2 + δ3

3 = 4, (3.34)

diperoleh

R− 2R =
8πG

c4
T (3.35)

R = −8πG

c4
T (3.36)

sehingga persamaan medan Einstein dapat ditulis kembali se-
bagai

Rµν =
8πG

c4
(Tµν −

1

2
gµνT ) (3.37)
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Dari definisi Tensor Energi-Momentum Einstein-Maxwell

T νµ = −F νλFµλ +
1

4
δνµF

λγFλγ (3.38)

sehingga

T = Tµµ = −FµλFµλ +
1

4
δµµF

λγFλγ

= −FµλFµλ +
1

4
(δ0

0 + δ1
1 + δ2

2 + δ3
3)F λγFλγ

= −FµλFµλ +
1

4
(4)F λγFλγ

= −FµλFµλ + F λγFλγ = 0

(3.39)

sehingga persamaan medannya menjadi

Rµν =
8πG

c4
Tµν (3.40)

Tensor energi-momentum Tµν dapat dicari lewat tensor ku-
at medan Fµν yang bersifat antisimetri dengan menggunakan
persamaan Maxwell

∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂µFνρ = 0 (3.41)

untuk ρ = 0

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂µFν0 = 0 (3.42)

dengan mengontraksi insdek µ↔ ν pada suku ketiga, dipero-
leh

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂νFµ0 = 0 (3.43)

∂0Fµν + ∂νF0µ − ∂νF0µ = 0 (3.44)

∂0Fµν = 0 (3.45)
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Medan listrik di luar benda bermuatan q hanya berubah
dalam arah radial dan berbanding terbalik dengan kuadrat
jaraknya

E = E(r) ∝ 1

r2
=

q

4πε0r2
= f(r) = f (3.46)

maka hanya komponen F01 dan F10 yang tidak bernilai nol

F01 = f(r) = −F10 (3.47)

maka

Fµν =


0 f 0 0
−f 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.48)

dan bentuk kontravariannya

Fµν = gρµgλνFµν (3.49)

dengan komponen yang tidak nol

F 01 = gρ0gλ1F01

= g00g11F01

= −e−2νe−2λf

= −fe−2ν−2λ

F 10 = gρ1gλ0F10

= g11g00F10

= −e−2λe−2ν − f
= fe−2ν−2λ = −F 01

(3.50)

maka tensor kuat medannya menjadi

Fµν =


0 −fe−2ν−2λ 0 0

fe−2ν−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.51)



38

bentuk tensor campurannya

Fµν = gνγF
γµ (3.52)

dengan komponen yang tidak nol

F 0
1 = g1γF

γ0

= g11F
10

= e2λfe−2ν−2λ

= fe−2ν

F 1
0 = g0γF

γ1

= g00F
01

= −e2ν − fe−2ν−2λ

= fe−2λ

(3.53)

sehingga tensornya menjadi

Fµν =


0 fe−2ν 0 0

fe−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (3.54)

dengan demikian, tensor energi-momentumnya, seperti pada
Lampiran C, adalah

Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ

T00 = −F λ0 F0λ +
1

4
g00F

λγFλγ

= −fe−2λf +
1

2
− e−2ν(−fe−2ν−2λ)f

= −f2e−2λ +
1

2
f2e−2λ = −1

2
f2e−2λ

(3.55)
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T11 = −F λ1 F1λ +
1

4
g11F

λγFλγ

= −fe−2ν(−f) +
1

2
e−2λ − fe−2ν−2λf

= f2e−2ν − 1

2
f2e−2λ

=
1

2
f2e−2ν

(3.56)

T22 = −F λ2 F2λ +
1

4
g22F

λγFλγ

=
1

2
r2 − fe−2ν−2λf

= −1

2
r2f2e−2ν−2λ

(3.57)

T33 = −F λ3 F3λ +
1

4
g33F

λγFλγ

=
1

2
r2 sin2 θ − fe−2ν−2λf

= −1

2
r2 sin2 θf2e−2ν−2λ = sin2 θT22

(3.58)

Karena solusi ini merupakan solusi yang bersimetri bola dan
statis, maka solusi ini memiliki ansatz metrik, tensor metrik,
dan tensor Ricci yang sama dengan solusi Schwarzchild. Se-
hingga diperoleh masing-masing komponen Tensor Ricci,

R00 =
{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ)

R11 = ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r

R22 = (1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

R33 = sin2 θ
[
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

]
= sin2 θR22

(3.59)
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Nilai-nilai ini disubstitusi ke persamaan

Rµν =
8πG

c4
Tµν (3.60)

untuk komponen-00

R00 =
8πG

c4
T00{

−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ) =

8πG

c4
− 1

2
f2e−2λ

(3.61)

untuk komponen-11

R11 =
8πG

c4
T11

ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
=

8πG

c4

1

2
f2e−2ν

(3.62)

untuk komponen-22

R22 =
8πG

c4
T22

(1 + rν ′ − rλ′)e(2ν) − 1 =
8πG

c4
− 1

2
r2f2e−2ν−2λ.

(3.63)

Persamaan pada komponen-00 dikalikan e2λ menjadi{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e2ν =

8πG

c4

(
−1

2
f2

)
(3.64)

persamaan komponen-11 dikalikan e2ν menjadi(
ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r

)
e2ν =

8πG

c4

1

2
f2 (3.65)

kemudian persamaan tersebut dijumlahkan menjadi

′ − 2ν ′

′ −
2λ′

r
= 0

ν ′ + λ′ = 0

ν + λ = konstan

(3.66)
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dengan syarat pada r →∞, metrik kembali menjadi ke bentuk
minkowski sehingga

ν + λ = 0

ν = −λ.
(3.67)

Dengan mensubstitusikan nilai di atas ke persamaan komponen-
22

(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1 =
8πG

c4
− 1

2
r2f2e−2ν−2λ

(1 + 2rν ′)e(2ν) − 1 =
8πG

c4
(−1

2
)r2f2e−2ν+2ν

dre(2ν)

dr
− 1 =

8πG

c4
(−1

2
)r2f2

dre(2ν)

dr
= 1− 4πG

c4
r2f2

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2f2

]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2 q2

16π2ε20r
4

]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− Gq2

4πε20c
4r2

]
dr

re(2ν) =
Gq2

4πε20c
4r

+ 1 +K

e(2ν) =
Gq2

4πε20c
4r2

+ 1 +
K

r

(3.68)

dengan mengambilK = −2m(Radius Schwarzchild) dan Gq2

4πε20c
4 ≡

Q2, maka diperoleh

e(2ν) = 1 + Q2

r2
− 2m

r (3.69)

sehingga solusi persamaan medan Einstein-Maxwell adalah

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dt2 +

(
1 +

Q2

r2
− 2m

r

)−1
dr2 + r2dΩ2,
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(3.70)

elemen garis (3.70) tersebut dikenal sebagai metrik Reissner-
Nordstrom.



Bab 4

Lubang Hitam

Pada bab ini, akan dijelaskan beberapa aspek fisis dari
Lubang Hitam Schwarzchild dan Reissner-Nordstrom. Aspek-
aspek tersebut antara lain singularitas, horizon peristiwa (event
horizon), dan diagram ruang-waktu dari lubang hitam.

4.1 Singularitas

Singularitas merupakan keadaan yag menyebabkan cacat
ruang waktu. Kecacatan ruang waktu tersebut diindikasikan
dengan nilai metriknya yang tidak terdefinisi. Dalam lubang
hitam Reissner-Nordstrom terdapat 3 singularitas yang terdiri
dari 1 singularitas intrinsik dan 2 singularitas koordinat.

Singularitas intrinsik merupakan kecacatan pada metrik
yang tidak bisa dihilangkan dengan menggunakan semua je-
nis transformasi yang mungkin dari metrik tersebut dan ber-
ada pada pusat lubang hitam. Sedangkan singularitas koordi-
nat merupakan kecacatan metrik akibat pemilihan koordinat.
Berbeda dengan singularitas kurvatur yang tidak dapat dihi-
langkan, singularitas ini dapat dihilangkan dengan mentran-
sformasi metrik dalam koordinat lain. Pada bagian ini akan

43
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dicari singularitas koordinat dari lubang hitam Schwarzchild
dan Reissner-Nordstrom serta bagaimana transformasi yang
dapat menghilangkan singularitas tersebut.

Singularitas koordinat dapat diketahui melalui koefisien
dari komponen tensor metrik gµν . Untuk Solusi Schwarzchild
diberikan oleh,

g00 = (g11)−1 = 1− 2m

r
=
ε

r
(4.1)

εS = r − 2m. (4.2)

Dengan demikian, singularitas koordinat pada lubang hitam
Schwarzchild terdapat pada saat εS = 0 atau pada r = 2m dan
singularitas intrinsik pada r = 0. Sedangkan untuk lubang
hitam Reissner-Nordstrom diberikan oleh,

g00 = (g11)−1 = 1 +
Q2

r2
− 2m

r
=

ε

r2
(4.3)

εRN = r2 − 2mr +Q2. (4.4)

Koefisien tersebut memiliki diskriminan,

∆ = m2 −Q2. (4.5)

Jika Q2 > m2, maka determinannya negatif, sehingga ε tidak
mmpunyai akar yang riil. Dengan demikian, metrik Reissner-
Nordstrom memiliki Singularitas Terbuka (Naked-Singularity),
yaitu non singular di setiap nilai r kecuali r = 0. Hal ini tentu-
nya tidak diinginkan karena tidak berarti fisis. Jika Q2 < m2,
metrik Reissner-Nordstrom memiliki singularitas lain ketika
ε = 0, yaitu pada r = r+ dan r = r+, di mana

r± = m± (m2 −Q2)
1
2 , (4.6)

nilai r tersebut membagi ruang-waktu Reissner-Nordstrom men-
jadi 3 area, yaitu
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i. r+ < r <∞

ii. r− < r < r+

iii. 0+ < r < r−

Jika Q2 = m2 atau pada Lubang Hitam Ekstrim, maka r+ =
r− atau dengan kata lain, hanya area i dan iii yang muncul.

4.2 Horizon Peristiwa

Horizon perstiwa merupakan suatu permukaan yang me-
lingkupi suatu lubang hitam di mana benda yang memasuki-
nya tidak akan pernah bisa keluar darinya. Disebut demikian
karena horizon peristiwa memisahkan peristiwa di antara hori-
zon tersebut sehingga perstiwa yang berada di dalam horizon
peristiwa tidak dapat teramati oleh pengamat yang berada di
luar horizon peristiwa. Hal ini secara klasik dijelaskan dengan
kecepatan lepasnya yang mencapai kecepatan cahaya. Sehing-
ga cahaya pun tidak bisa keluar dari horizon peristiwa.

Horizon Peristiwa didefinisikan sebagai suatu set dari ko-
ordinat ruang yang menjadikan koefisien g00 = 0. Nilai g00

yang sama dengan 0 akan menyebabkan koefisien g11 =∞ se-
hingga metrik tidak terdefinisi pada suatu set koordinat yang
menghasilkan nilai g00 = 0 tersebut. Pada Lubang Hitam
Schwarzschild memiliki horizon peristiwa saat r = 2m. Se-
dangkan Lubang Hitam Reissner-Nordstrom memiliki horizon
peristiwa pada r = r−, dan r = r+. Horizon r = r− meru-
pakan horizon dalam yang terletak di dalam horizon peristiwa
r = r+. Horizon dalam ini biasanya disebut sebagai Horizon
Cauchy. Ketika diambil t dan r konstan, sehingga dt = dr = 0
maka metrik pada Pers. (3.31) dan (3.70) menjadi,

ds2 = r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (4.7)
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yang mendeskripsikan suatu permukaan bola. Dengan demi-
kian, permukaan bola pada saat r = 2m merupakan horizon
peristiwa pada lubang hitam Schwarzchild, sedangkan pada
Reissner-Nordstrom terdapat pada permukaan bola r = r+.
Sedangkan permukaan bola pada r = r− merupakan Horizon
Cauchy yang memisahkan antara area ii dengan area iii.

Struktur ruang-waktu pada saat r = r+ mirip dengan so-
lusi Schwarzchild pada saat r = 2m. Struktur ruang-waktu
pada area i dan iii, bertukar peran pada area ii menjadi waktu-
ruang. Hal ini mengindikasikan bahwa pada area i dan iii
benda dapat bergerak seperti pada umumnya, namun pada
area ii, benda akan dipaksa oleh ruang-waktu untuk menuju
area iii dengan kecepatan melebihi kecepatan cahaya. Hal ini
dapat terjadi akibat peran ruang-waktu yang bertukar. De-
ngan demkian, ruang-waktu pada area i dan iii menjadi statis
(tidak menyeret benda), namun area ii tidak. Seperti pada ka-
sus Schwarzchild, pada koordinat ini, kausalitas area i, ii, dan
iii tampak tidak terhubung sama sekali karena ruang-waktu
memiliki orientasi yang jauh berbeda pada setiap area yang
terbagi oleh luasan bola r = r±.

4.3 Diagram Ruang-Waktu

Peristiwa yang terjadi di dekat lubang hitam dapat dip-
rediksi dengan melihat diagram ruang-waktu di dekat lubang
hitam.Untuk mengetahui diagram ruang waktu dari lubang
hitam Schwarzchild dan Reissner-Nordstrom, dicari terlebih
dahulu geodesik null atau geodesik cahaya yang mendefinisik-
an kausalitas. Untuk itu dihilangkan terlebih dahulu singula-
ritas koordinat dari lubang hitam Reissner-Nordstrom.

Pada kasus lubang hitam Schwarzchild, diperkenalkan ko-
ordinat baru dengan transformasi,

t = t+ 2m ln(r − 2m). (4.8)
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sehingga

dt = dt+
2m

r − 2m
dr (4.9)

dengan demikian,

dt = dt− 2m
dr

r − 2m

dt2 = dt
2

+ 4m2 dr2

(r − 2m)2
− 4m

r − 2m
dtdr.

(4.10)

Dengan begitu, didapatkan

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr +

(
1 +

2m

r

)
dr2 + r2dΩ2. (4.11)

Metrik di atas merupakan metrik Schwarzchild dalam koordi-
nat Eddington-Finkelstein. Bentuk ini reguler pada semua
titik kecuali pada r = 0, sehingga singularitas koordinatnya
telah dihilangkan. Kondisi untuk geodesik null radial adalah

dΩ̇ = ds2 = 0, (4.12)

dengan mengambil

h = 1− g00 =
2m

r
. (4.13)

sehingga geodesik null radial yang masuk memiliki gradien,

dt

dr
=

(
dr

dt

)−1

=− 1 + h

−h− 1

=− 1 + h

(h+ 1)

=− 1

(4.14)
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Sedangkan geodesik null radial yang keluar dari lubang hitam
adalah akar yang lain. Dengan demikian, diperoleh geodesik
null radial yang keluar dengan gradien,

dt

dr
=

(
dr

dt

)−1

=− 1 + h

−h+ 1 (4.15)

Dengan demikian pada saat mendekati r = 2m, kerucut
cahaya yang terbentuk dari perpotongan geodesik null radial
masuk dan keluar semakin menyempit pada arah keluarnya
dan akan berhimpit dengan garis vertikal r = 2m. Dengan
demikian, pada saat suatu benda memasuki daerah di dalam
r = 2m, benda sudah tidak memiliki masa depan di luar ga-
ris r = 2m. Hal ini dapat diinterpretasikan bahwa benda
tidak bisa keluar lagi dari lubang hitam ketika sudah mema-
suki horizon peristiwanya. Kemudian pada saat mendekati
r = 0, gradiennya akan sama dengan -1. Kemudian pada sa-
at mendekati r = 2m dari kiri r → 2m−, gradiennya akan
sama dengan −∞. Dengan demikian pada saat mendekati
r = 2m dari dalam, kerucut cahaya semakin menyempit pa-
da arah keluarnya dan akan berhimpit dengan garis vertikal
r = 2m. Dengan demikian, pada saat suatu benda beradai
daerah di dalam r = 2m, benda sudah tidak memiliki masa
depan di luar garis r = 2m. Hal ini dapat diinterpretasikan
bahwa benda yang sudah berada di dalam horizon peristiwa
tidak bisa keluar lagi dari lubang hitam.

Gambar (4.1) merupakan diagram ruang-waktu lubang hi-
tam Schwarzchild yang menunjukkan semua peristiwa suatu
benda dengan adanya lubang hitam Schwarzchild. Lingkaran-
lingkaran pada gambar mewakili kerucut cahaya yang meru-
pakan jangkauan peristiwa yang dapat dilalui suatu benda.
Kerucut ini merupakan perpotongan antara geodesik null ra-
diall masuk dengan geodesik null radial keluar. Pada di luar
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Gambar 4.1: Diagram Ruang-Waktu Schwarzchild dalam Ko-
ordinat Eddington-Finkelstein

lubang hitam r > 2m, atau pada saat benda berada jauh da-
ri lubang hitam, dapat dlihat kerucut relatif membentuk su-
dut 45 derajat terhadap sumbu t. Hal ini menandakan benda
berada pada ruang yang asimptot dengan ruang Minkowski.
Namun, semakin dekat benda dengan horizon peristiwa, sema-
kin menyempit kerucut cahayanya, yang menandakan benda
semakin tertarik ke dalam lubang hitam. Ketika benda mele-
wati horizon peristiwa, atau saat benda memasuki area dian-
tara singularitas (r = 0) dan r = 2m, kerucut cahaya menukik
tajam dan mengarahkan benda ke arah singularitas. Hal ini
menandakan bahwa benda yang memasuki horizon peristiwa
dipaksa masuk lebih dalam sampai menyentuh singularitas.
Lebih lanjut lagi, benda yang telah melewati horizon peris-
tiwa, tidak akan pernah bisa kembali ke area r > 2m, hal
ini disebabkan tidak ada masa depan benda yang berada di
ara tersebut lagi yang ditandai dengan kerucut cahaya yang
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berhimpitan dengan garis r = 2m.

Sedangkan untuk kasus Reissner-Nordstrom diperkenalkan
koordinat waktu baru

t = t+
r2

+

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
−

r+ − r−
ln(r − r−), (4.16)

Dengan transformasi tersebut diperoleh,

ds2 = −(1− f)dt
2

+ 2fdtdr + (1 + f)dr2 + r2dΩ2. (4.17)

dengan

f = 1 + g00 =
2m

r
− Q2

r2
(4.18)

Metrik pada Pers. (4.17) di atas merupakan metrik Reissner-
Nordstrom dalam koordinat Eddington-Finkelstein.

Kondisi untuk geodesik null radial adalah

dΩ = ds2 = 0, (4.19)

sehingga

0 = −(1− f)dt
2

+ 2fdtdr + (1 + f)dr2 + 0

0 = (1− f)dt
2

+ 2fdtdr − (1 + f)dr2

0 = (1− f)
( dt
dr

)2
+ 2f

dt

dr
− (1 + f)

0 =
( dt
dr

)2
+

2f

1− f
dt

dr
− 1 + f

1− f
.

(4.20)

Dengan demikian diketahui akar kuadrat dari persamaan di
atas

dt

dr
=

f

1− f
± 1

1− f
. (4.21)
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sehingga untuk godesik null radial yang masuk ke dalam lu-
bang hitam memiliki gradien

dt

dr
=

f

1− f
− 1

1− f
dt

dr
=
f − 1

1− f
dt

dr
= −1

(4.22)

Dengan demikian geodesik null radial yang masuk ke lubang
hitam merupakan garis lurus dengan gradien -1. Sedangkan
untuk geodesik null radial yang keluar dari lubang hitam me-
rupakan persamaan diferensial sebagai berikut

dt

dr
=

f

1− f
+

1

1− f
dt

dr
=

1 + f

1− f
.

(4.23)

Pada saat r mendekati tak hingga (r →∞), gradiennya akan
sama dengan 1, dengan demikian pada jarak yang sangat jauh
dari singularitas, kerucut cahaya yang terbentuk dari perpo-
tongan geodesik null radial masuk dan keluar memiliki sudut
45◦ terhadap sumbu t sehingga kerucut cahaya seperti pada
ruang Minkowski. Dengan demikian, pada jarak yang sangat
jauh, struktur ruang-waktu dari lubang hitam Schwarzschi-
ld asimptot dengan ruang Minkowski. Kemudian pada saat
mendekati r = r+ dari kanan r → r+

+, gradiennya akan sama
dengan ∞, dengan demikian pada saat mendekati r = r+, ke-
rucut cahaya yang terbentuk dari perpotongan geodesik null
radial masuk dan keluar memiliki sudut yang semakin me-
nyempit pada arah keluarnya θ ≤ 45◦ terhadap sumbu t dan
akan berhimpit dengan garis vertikal r = r+. Dengan demiki-
an, pada saat suatu benda memasuki daerah di dalam r = r+,
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benda sudah tidak memiliki masa depan di luar garis r = 2m.
Hal ini dapat diinterpretasikan bahwa benda tidak bisa keluar
lagi dari lubang hitam ketika sudah memasuki horizon peris-
tiwanya. Kemudian pada saat mendekati r = r+ dari kiri
r → r−+, gradiennya akan sama dengan −∞, dengan demiki-
an pada saat mendekati r = r+ dari dalam, kerucut cahaya
yang terbentuk dari perpotongan geodesik null radial masuk
dan keluar semakin menyempit pada arah keluarnya dan akan
berhimpit dengan garis vertikal r = 2m. Dengan demikian,
pada saat suatu benda beradai daerah di dalam r = 2m, ben-
da sudah tidak memiliki masa depan di luar garis r = 2m. Hal
ini dapat diinterpretasikan bahwa benda yang sudah berada
di dalam horizon peristiwa tidak bisa keluar lagi dari lubang
hitam.

Pada saat mendekati r = r− dari kanan r → r+
−, gradien-

nya akan sama dengan −∞, dengan demikian pada saat men-
dekati r = r−, kerucut cahaya yang terbentuk dari perpotong-
an geodesik null radial masuk dan keluar semakin menyempit
pada arah keluarnya dan akan berhimpit dengan garis vertikal
r = r−. Dengan demikian, pada saat suatu benda memasuki
daerah di dalam r = r−, benda sudah tidak memiliki masa
depan di luar garis r = r−. Hal ini dapat diinterpretasikan
bahwa benda tidak bisa keluar lagi dari lubang hitam ketika
sudah memasuki horizon peristiwanya. Kemudian pada saat
mendekati r = r− dari kiri r → r−−, gradiennya akan sama
dengan ∞, dengan demikian pada saat mendekati r = r−
dari dalam, kerucut cahaya yang terbentuk dari perpotongan
geodesik null radial masuk dan keluar semakin menyempit pa-
da arah keluarnya dan akan berhimpit dengan garis vertikal
r = r−. Dengan demikian, pada saat suatu benda beradai
daerah di dalam r = r−, benda sudah tidak memiliki masa
depan di luar garis r = r−. Hal ini dapat diinterpretasikan
bahwa benda yang sudah berada di dalam horizon peristiwa
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tidak bisa keluar lagi dari lubang hitam. Kemudian pada saat
mendekati r = 0, gradiennya akan sama dengan -1, dengan
demikian pada saat mendekati r = 0, kerucut cahaya mele-
bar pada arah keluarnya dan akan persis 45◦ terhadap sumbu
r pada r = 0. Dari informasi gradien geodesik null radial
tersebut, dapat digambarkan secara kualitatif geodesik null
radialnya sebagai berikut.

Geodesik null radial keluar terbagi ke dalam 3 area yang
dipisahkan oleh garis r = r− dan r = r+ dengan r = r+ > r−
. Pada area di luar r = r+ geodesik memiliki gradien positif
1 yang ketika semakin mendekat ke garis r = r+ akan sema-
kin bertambah hingga garisnya berhimpitan pada saat r = r+

. Dengan demikian, geodesik null radial yang keluar dapat
digambarkan dengan sembarang fungsi logaritmik r− r+. De-
ngan geodesik tersebut, dapat diketahui bahwa kerucut cahaya
yang merupakan perpotongan antara geodesik null radial ma-
suk dan keluar memiliki bentuk yang sama dengan kerucut ca-
haya di ruang Minkowski pada jarak yang tak hingga. Namun
kerucut cahaya ini semakin menyempit saat semakin dekat de-
ngan lubang hitam yang dapat diartikan bahwa benda akan
semakin tertarik ke lubang hitam. Dengan demikian, struk-
tur ruang-waktu lubang hitam Reissner-Nordstrom asimptot
dengan ruang-waktu Minkowski pada jarak yang sangat jauh.

Pada area di antara r+ dan r−, geodesik memiliki gradien
minus tak hingga pada saat r = r+ kemudian semakin mem-
besar gradiennya sampai pada suatu nilai maksimum yang
negatif pada titik yang diberikan oleh turunan pertama dari
gradiennya, yaitu pada r = Q2/m. yang merupakan suatu ni-
lai negatif, karena m2 > Q2. Setelah melewati titik r = Q2/m
gradiennya turun langgi hingga garisnya berhmpit dengan ga-
ris r = r−. Dengan demikian, kerucut cahaya pada area ini
condong ke arah r = r− sehingga dapat diartikan sebagai ben-
da diseret oleh ruang-waktu untuk melewati r = r−.
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Gambar 4.2: Diagram Ruang-Waktu Reissner-Nordstrom da-
lam Koordinat Eddington-Finkelstein

Pada area di antara singularitas r = 0 dan r−, geodesik
null radial memiliki gradien tak hingga pada r = r− dan ke-
mudian semakin mengecil sampai gradiennya sama dengan 0
pada titik ρ yang didefinisikan oleh,

ρ = −m+
√
m2 +Q2. (4.24)

Setelah melewati titik r = ρ, gradiennya akan turun lagi hing-
ga mencapai nilai -1 pada r = 0. Dengan demikian, kerucut
cahaya di area ini tidak terorientasi ke arah singularitas, se-
hingga benda tidak tertarik ke singularitas namun tetap tidak
bisa keluar dari area ini.

Gambar (4.2) merupakan diagram ruang waktu lubang hi-
tam Reissner-Nordstrom yang menunjukkan semua jalur yang
mungkin dari garis dunia suatu benda dengan adanya lubang
hitam Reissner-Nordstrom. Lingkaran-lingkaran pada gambar
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mewakili kerucut cahaya yang merupakan semua garis dunia
yang dapat dilalui suatu benda. Pada area di luar lubang hi-
tam (r > r+), atau pada saat benda berada jauh dari lubang
hitam, dapat dlihat kerucut relatih membentuk sudut 45 de-
rajat terhadap sumbu t. Hal ini menandakan benda berada
pada ruang yang asimptot dengan ruang Minkowski. Namun,
semakin dekat benda dengan horizon peristiwa, semakin me-
nyempit kerucut cahayanya, yang menandakan benda sema-
kin tertarik ke dalam lubang hitam. Ketika benda melewati
horizon peristiwa, atau saat benda memasuki area di antara
horizon peristiwa r = r+ dan horizon Cauchy r = r−, kerucut
cahaya menukik tajam dan mengarahkan benda ke arah ho-
rizon Cauchy, dan kerucut cahaya tidak bisa melintasi garis
r = r+ lagi. Hal ini menandakan bahwa benda yang memasuki
horizon peristiwa dipaksa masuk lebih dalam sampai melewati
horizon Cauchy. Lebih lanjut lagi, benda yang telah melewa-
ti horizon peristiwa, tidak akan pernah bisa kembali ke luar
dari, hal ini disebabkan tidak ada masa depan benda yang
berada di area r > r+ lagi yang dtandai dengan kerucut ca-
haya yang berhimpitan dengan garis r = r+. Kemudian saat
benda melewati horizon Cauchy, atau memasuki area antara
singularitas dengan r = r−, kerucut cahaya kembali seperti
pada area r > r+. Hal ini menandakan struktur ruang-waktu
pada kedua area ini memiliki sifat yang sama. Lebih lanjut
lagi, kerucut cahaya tidak pernah melewati garis r = r− yang
menandakan bahwa benda yang masuk horizon Cauchy tidak
dapat kembali ke area di antara horizon Cauchy dan horizon
peristiwa dan hanya bisa mencapai titik r = r− secara asimto-
tik.
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4.4 Ekstensi Maksimal Solusi Analitik

Gambar (4.2) menunjukkan bahwa pada saat mendekati
horizon Cauchy r− dari dalam, cahaya membutuhkan waktu
yang tak hingga untuk mencapai horizon tersebut. Namun,
cahaya seharusnya mencapai horizon Cauchy dalam waktu
yang terhingga. Dengan demikian, diagram ruang waktu ter-
sebut memberikan deskripsi yang kurang cukup pada persti-
wa melewati horizon Cauchy. Untuk itu, dibutuhkan koordi-
nat baru yang dapat mendeskripsikan peristiwa tersebut yang
merupakan koordinat Kruskal-Szekeres.

Sebelum masuk ke Solusi Reissner-Nordstrom dalam ko-
ordinat Kruskal-Szekeres, terlebih dahulu diformulasikan So-
lusi Schwarzchild dalam koordinat Kruskal-Szeckeres yang le-
bih sederhana agar memberikan pemahaman dasar tentang
ruang-waktu dalam diagram Kruskal-Szekeres. Solusi Schwa-
rzschild dalam koordinat Kruskal-Szekeres dapat diperoleh de-
ngan memperkenalkan koordinat baru berupa koordinat null
dengan transformasi,

v = t+ r, w = t∗ − r (4.25)

(4.26)

dengan

t∗ = t− 2m ln(r − 2m). (4.27)

Dengan transformasi tersebut, diperoleh

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dvdw + r2dΩ2, (4.28)

dengan r sebagai fungsi dari v dan w yang didefinisikan secara
implisit sebagai,

1

2
(v − w) = r + 2m ln (r − 2m). (4.29)
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Kemudian dengan mengambil θ dan φ konstan, metrik pada
Pers. (4.28) akan menjadi,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dvdw, (4.30)

kemudian dengan mendefinisikan koordinat baru,

t =
1

2
(v + w)

x =
1

2
(v − w).

(4.31)

Dengan mentransformasi Pers. (4.30) ke koordinat tersebut,
diperoleh,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
(dt2 − dx2). (4.32)

Dengan demikian, godesik null radialnya akan memiliki gradi-
en ±1, sehingga kerucut cahayanya akan sama di setiap titik.
Kemudian, diambil koordinat baru dengan transformasi

v′ = exp(v/4m)

w′ =− exp(−w/4m).
(4.33)

Dengan transformasi tersebut, diperoleh

ds2 = −16m2

r
exp(− r

2m
)dv′dw′ + r2dΩ2. (4.34)

dengan mengambil koordinat waktu dan radial baru yang di-
definisikan oleh,

T =
1

2
(v′ + w′)

R =
1

2
(v′ − w′).

(4.35)
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Gambar 4.3: Diagram Ruang-Waktu Schwarzschild dalam Ko-
ordinat Kruskal-Szekeres

Transformasi Pers. (4.34) ke koordinat tersebut menghasilk-
an,

ds2 = −16m2

r
exp(− r

2m
)(dT 2 − dR2) + r2dΩ2. (4.36)

yang merupakan metrik Schwarzschild dalam koordinat Kruskal-
Szekeres. Metrik ini dapat digunakan untuk membuat dia-
gram Kruskal-Szekeres seperti pada Gambar (4.3).

Solusi Reissner-Nordstrom dalam koordinat Kruskal dapat
diperoleh dengan memperkenalkan koordinat baru berupa ko-
ordinat null dengan transformasi,

v = t+ r, w = 2t− v. (4.37)
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Transformasi tersebut akan menghasilkan,

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw + r2dΩ2

(4.38)

Kemudian dengan mengambil θ dan φ konstan, metrik pada
Pers. (4.38) akan menjadi,

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw, (4.39)

kemudian dengan mendefinisikan koordinat baru,

t′ =
1

2
(v + w)

x′ =
1

2
(v − w).

(4.40)

Dengan mentransformasi Pers. (4.30) ke koordinat tersebut,
diperoleh,

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
(dt′2 − dx′2). (4.41)

Dengan demikian, godesik null radialnya akan memiliki gradi-
en ±1, sehingga kerucut cahayanya akan sama di setiap titik..

Pada kasusQ2 < m2, didefinisikan koordinat baru

V ± = ±exp (k±v) , W± = −exp (−k±w) , (4.42)

dengan

k± =
r± − r∓

2r±
2 . (4.43)

Transformasi Pers. (4.38) ke koordinat tersebut akan meng-
hasilkan

ds2 =− e(−2k±r)

±k2
±r

2
(r − r+)

1− 2k±
2k+ (r − r−)

1+
2k±
2k− dV ±dW±

+ r2dΩ2,
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Gambar 4.4: Diagram Ruang-Waktu Reissner-Nordstrom da-
lam Koordinat Kruskal-Szekeres untuk r > r−

(4.44)

yang merupakan analog dari solusi Kruskal-Szekeres dari Reissner-
Nordstrom dan merupakan representasi dari ekstensi maksi-
mal solusi analitik dari Reissner-Nordstrom, dengan r didefi-
nisikan secara implisit dalam

V ±W± =∓ exp (2k±r) (r − r+)
k±
k+ (r − r−)

− k±
k−

(4.45)

dengan mengambil koordinat waktu dan radial baru yang
didefinisikan oleh,

T± =
1

2
(V ± +W±)

R± =
1

2
(V ± −W±).

(4.46)
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Gambar 4.5: Diagram Ruang-Waktu Reissner-Nordstrom da-
lam Koordinat Kruskal-Szekeres untuk r < r+

Transformasi Pers. (4.44) ke koordinat tersebut menghasilk-
an,

ds2 =− e(−2k±r)

±k2
±r

2
(r − r+)

1− 2k±
2k+ (r − r−)

1+
2k±
2k− (dT 2

± − dR2
±)

+ r2dΩ2, (4.47)

yang merupakan metrik Reissner-Nordstrom dalam koordinat
Kruskal-Szekeres. Metrik ini dapat digunakan untuk mem-
buat diagram Kruskal-Szekeres dari lubang hitam Reissner-
Nordstrom. Kombinasi koordinat V +, W+, T+, R+ dan V −,
W−, T−, R− terkait dengan 2 area yang berbeda. Penanda-
an positif dan negatif ini tidak mengindikasikan besaran fisis
apapun, semata-mata hanya persoalan penamaan koordinat.
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Koordinat positif mendeskripsikan area r > r−, sedangkan
pada koordinat negatif mendeskripsikan area r < r+. Se-
hingga Diagram Kruskal-Szekeres dari lubang hitam Reissner-
Nordstrom tebagi menjadi 2 diagram seperti pada Gambar
(4.4) dan Gambar (4.5). Dalam diagram ini, kerucut cahay
memiliki sudut yang sama di seluruh area, baik dalam koordi-
nat positif, maupun dalam koordinat negatif. Dengan demiki-
an, peristiwa melintasi horizon Cauchy dapat dideskripsikan
dalam waktu yang terhingga juga dalam koordinat Kruskal-
Szekeres.



Bab 5

Konstanta Kosmologi
Tak Nol

Solusi Persamaan Medan Einstein pada bab di atas me-
rupakan solusi dalam latar belakang ruang-waktu Minkowski
atau ruang-waktu datar. Hal ini dapat dilihat dari tidak ada-
nya konstanta kosmologi dalam Pers. (2.86). Pada bab ini,
akan diturunkan solusi Persamaan Medan Einstein-Maxwell
dengan adanya konstanta kosmologi dan aspek fisis akibat pe-
nambahan konstanta tersebut. Konstanta kosmologi ini ber-
kaitan dengan energi vakum dari ruang-waktu.

Apabila konstanta kosmologi bernilai nol, maka ruang-
waktu memiliki energi vakumyang sama dengan nol. dengan
begitu ruang-waktu menjadi statis tanpa adanya pengembang-
an ataupun penyusutan ruang-waktu. Ketika konstanta ini
bernilai positif, maka memiliki energi vakum yang positif.
Energi vakum yang positif ini biasanya diasosiasikan dengan
energi gelap yang menyebabkan ruang-waktu untuk mengem-
bang. Ruang-waktu tersebut dikenal sebagai ruang-waktu de
Sitter. Sedangkan ketika konstanta kosmologi ini bernilai ne-
gatif, maka ruang-waktu memiliki energi vakum yang negatif.
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energi vakum yang negatif ini menyebabkan ruang-waktu un-
tuk menyusut sampai pada suatu titik singularitas. Ruang-
waktu ini disebut dengan ruang-waktu Anti de Sitter.

5.1 Persamaan Medan Einstein-Maxwell
(Anti) de Sitter

Persamaan Medan Einstein-Maxwell dalam semesta (Anti)
de Sitter ini, dapat diperoleh dengan menambahkan konstanta
kosmologi dalam densitas lagrangian Einstein seperti berikut,

LG = − c4

16πG
(R− 2Λ), (5.1)

dengan Λ merupakan konstanta kosmologi. Dengan demikian,
variasi dari integral aksi dari Pers. (2.23) menjadi

δIG = − c3

16πG

∫
Ω
δ(
√
−g(R− 2Λ))dΩ = 0. (5.2)

karena Λ merupakan konstanta, makia yang divariasikan ada-
lah suku

√
−g, dan dengan mensubtitusi nilai dari δ

√
−g dari

Pers. (2.26), diperoleh,

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR− gµνΛ

)
δgµνdΩ = 0. (5.3)

Dengan demikian, dengan mensubstitusi persamaan di atas ke
persamaan variasi aksi totalnya akan diperoleh,

− 1

c

∫
δLEMdΩ =

∫
δLGdΩ

− 1

c

∫
1

2

√
−g(Tµν)δgµνdΩ =

− c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR− gµνΛ

)
δgµνdΩ. (5.4)
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Dengan begitu, diperoleh Persamaan Medan Einstein-Maxwell
(Anti) de Sitter sebagai berikut,

Rµν −
1

2
gµνR− gµνΛ =

8πG

c4
Tµν . (5.5)

Persamaan tersebut menggambarkan geometri ruang-waktu
dalam kondisi vakum akibat pengaruh suatu medan elektro-
magnetik. Geometri ruang-waktu didefinisikan oleh sisi kiri
dari persamaan tersebut, dan kelengkungan ruang-waktu di-
tentukan oleh tensor Ricci Rµν dengan latar belakang ruang-
waktu yang didefinisikan oleh konstanta kosmologi Λ. Se-
dangkan sisi kanan dari persamaan tersebut menggambarkan
pengaruh suatu sumber medan elektromagnetik titik di pu-
sat koordinat yang didefinisikan oleh tensor energi-momentum
Tµν .

5.2 Solusi Persamaan Medan Einstein-
Maxwell (Anti) de Sitter

Pada sub bab ini, akan diturunkan solusi dari Persamaan
Medan Einstein-Maxwell (Anti) de Sitter. Solusi ini meru-
pakan solusi Reissner-Nordstrom dengan konstanta kosmolo-
gi. Dengan demikian, bentuk tensor metrik dan tensor Ricci
dari solusi ini sama dengan solusi Reissner Nordstrom.

Pers. (5.5) jika dikalikan dengan gµν menjadi,

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR− gµνgµνΛ =

8πG

c4
gµνTµν

R− 1

2
δµµR− δµµΛ =

8πG

c4
T.

(5.6)

Dengan mensubstitusi nilai δµµ ,

δµµ = δ0
0 + δ1

1 + δ2
2 + δ3

3 = 4, (5.7)
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maka akan diperoleh persamaan

R− 1

2
4R− 4Λ =

8πG

c4
T

R− 2R− 4Λ =
8πG

c4
T

−R =
8πG

c4
T + 4Λ

R = −8πG

c4
T − 4Λ), (5.8)

dengan T merupakan trace dari tensor energi-momentum Tµν .
mengingat trace dari tensor energi-momentum Maxwell yang
sama dengan 0, maka diperoleh,

R = −4Λ, (5.9)

Dengan demikian persamaan medan Einstein dapat ditulis
kembali sebagai

Rµν −
1

2
gµν(−4Λ)− gµνΛ =

8πG

c4
Tµν

Rµν + 2gµνΛ− gµνΛ =
8πG

c4
Tµν

Rµν + gµνΛ =
8πG

c4
Tµν

Rµν =
8πG

c4
Tµν − gµνΛ

(5.10)

Substitusi nilai-nilai dari Rµν ,Tµν dan gµν ke Pers. (5.10),
maka akan diperoleh

{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ) =

8πG

c4

(
−1

2

)
f2e−2λ + Λe2ν

(5.11)
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ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
=

8πG

c4

1

2
f2e−2ν − Λe2λ (5.12)

(1 + rν ′ − rλ′)e(2ν) − 1 = −8πG

c4

1

2
r2f2e−2ν−2λ − Λr2. (5.13)

Pers. (5.11) dikalikan dengan e2λ sehingga diperoleh,

{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e2ν =

8πG

c4

(
−1

2

)
f2e−2λ

+ Λe(2ν+2λ). (5.14)

Kemudian Pers. (5.12) dikalikan dengan e2ν sehingga dipero-
leh,

ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
=

8πG

c4

1

2
f2 − Λe(2ν+2λ). (5.15)

Selanjutnya, Pers. (5.14 dan 5.15) dijumlahkan sehingga di-
peroleh,

−2ν ′

′ −
2λ′

r
= 0

ν ′ + λ′ = 0

ν + λ = konstan. (5.16)

Dengan syarat pada r →∞, metrik kembali menjadi ke ben-
tuk Minkowski sehingga

ν = −λ. (5.17)
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Lalu, dari Pers. (5.13), diperoleh

(1 + rν ′ − rλ′)e(2ν) − 1 = −8πG

c4

1

2
r2f2e−2ν−2λ − Λr2

(1 + rν ′ + rν ′)e2ν − 1 = −8πG

c4

1

2
r2f2e−2ν+2ν − Λr2

(1 + 2ν ′r)e2ν = 1− 8πG

c4

1

2
r2f2 − Λr2

d

dr
(re2ν) = 1− 8πG

c4

1

2
r2f2 − Λr2

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2f2 − Λr2

]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2

(
q

4πε0r2

)2

− Λr2
]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4

q2

16π2ε02r2
− Λr2

]
dr

re(2ν) = r +
q2

4πc4ε02r
− Λ

3
r3 +K

e(2ν) = 1 +
Gq2

4πε02c4r2
+
K

r
− Λ

3
r2.

(5.18)

Selanjutnya, dengan mengambil K = −2m (Radius Schwa-

rzchild) dan Gq2

4πε20c
4 ≡ Q2, maka akan diperoleh

e2ν = 1 +
Q2

r2
− 2m

r
− Λ

3
r2. (5.19)

Dengan demikian, Solusi Persamaan Medan Einstein-Maxwell
dengan Konstanta Kosmologi adalah

ds2 =−
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r
− Λ

3
r2
)
dt2

+
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r
− Λ

3
r2
)−1

dr2 + r2dΩ2.

(5.20)
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Apabila Λ = 0, maka metrik akan kembali ke bentuk
Reissner-Nordstrom dalam ruang Minkowski. Sedangkan ji-
ka Λ > 0 maka metrik tersebut menjadi metrik Reissner-
Nordstrom de Sitter (RNdS). Jika Λ < 0, maka metrik terebut
menjadi metrik Reissner-Nordstrom Anti de Sitter (RNAdS).
metrik RN(A)dS merupakan metrik yang mendeskripsikan so-
lusi Reissner-Nordstrom dalam suatu ruang-waktu yang telah
memiliki kurvatur.

5.3 Singularitas RN(A)dS

Untuk Λ yang tidak sama dengan nol, metrik menjadi ti-
dak terdefinisi ketika

1 +
Q2

r2
− 2m

r
− 1

`
r2 =

ε

r2
= 0 (5.21)

dengan ` merupakan panjang kosmologi yang bernilai,

` =
3

Λ
. (5.22)

Pada kasus ` yang cukup kecil, untuk mencari singularitas
koordinatnya, dapat diselesaikan dengan mencari akar dari ε
sebagai berikut

ε = r2 +Q2 − 2mr − 1

`
r4 = 0. (5.23)

Pers. (5.23) merupakan persamaan kuartik dengan 4 solusi
akar. Solusi eksak dari persamaan tersebut tidak diturunkan
dalam tugas akhir ini. suku r4 dalam persamaan tersebut
menunjukkan adanya 4 akar, yaitu r1, r2, r3 dan r4. Karena
suku kubik dalam Pers. (5.23) tidak ada, maka terdapat satu
akar negatif yang tidak memiliki bentuk secara fisis dalam
ruang waktu. Kemudian dipilih hierarki dari keempat akar
tersebut adalah sebagai berikut,

r1 > r2 > r3 > r4 dengan r4 < 0, (5.24)
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di mana r1 mendefinisikan horizon kosmologi/semesta, r2 me-
rupakan horizon peristiwa dari lubang hitam, dan r3 meru-
pakan horizon Cauchy.



Bab 6

Penutup

6.1 Kesimpulan

Dalam tugas akhir ini, telah diformulasikan solusi lubang
hitam untuk Persamaan Medan Einstein-Maxwell, yaitu solu-
si Schwarzchild dan solusi Reissner-Nordstrom. Solusi Schwa-
rzschild mendeskripsikan ruang-waktu di sekitar lubang hitam
statis, tak bermuatan, dan tak berotasi yaitu Lubang Hitam
Schwarzschild. Solusi Schwarzschild memiliki singularitas in-
trinsik pada r = 0 dan singularitas koordinat pada r = 2m
yang merepresentasikan singularitas intrinsik dan horizon per-
istiwa dari Lubang Hitam Schwarzschild. Sedangkan solusi
Reissner-Nordstrom mendeskripsikan ruang-waktu di sekitar
lubang hitam statis, bermuatan, dan tak berotasi yaitu Lu-
bang Hitam Reissner-Nordstrom. Solusi Reissner-Nordstrom
memiliki singularitas intrinsik pada r = 0 dan singularitas ko-
ordinat pada r = r+ dan r− yang merepresentasikan singulari-
tas intrinsik, horizon luar/horizon peristiwa, dan horizon da-
lam/Horizon Cauchy dari Lubang Hitam Reissner-Nordstrom.
Pratikel yang memasuki lubang hitam Schwarzchld tidak da-
pat keluar dari horizon peristiwanya dan akan jatuh ke pu-
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sat singularitasnya, sedangkan pada lubang hitam Reissner-
Nordstrom, terdapat 2 horizon peristiwa yang dapat dilewati
partikel tetapi tidak dapat kembali. Namun, partikel yang
masuk lubang hitam ini tidak selalu jatuh ke pusat singulari-
tasnya.

Telah diformulasikan juga Persamaan Medan Einstein de-
ngan Konstanta Kosmologi beserta solusinya. Kehadiran kon-
stanta kosmologi kosmologi menyebabkan skalar Ricci dari so-
lusi Reissner-Nordstrom menjadi sebanding dengan konstanta
kosmologinya. Dengan demikian, konstanta kosmologi menye-
babkan kurvatur dari latar belakang ruang-waktu dari lubang
hitam Reissner-Nordstrom yang telah memiliki dan menam-
bah horizon peristiwa pada horizon kosmologi r = r1.

6.2 Saran

Saran untuk penelitian selanjutnya yaitu dengan meng-
kaji aspek ruang-waktu dari Lubang Hitam Kerr dan Kerr-
Newman.
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Lampiran A

Solusi Vakum
Persamaan Medan
Einstein

Metrik dengan simetri bola merupakan metrik yang mem-
pertahankan bentuk

Wr2(dθ2 + sin2 θdφ2),

dengan W merupakan suatu tetapan atau fungsi dari r dan t,
dengan parameter lainnya tidak bergantung terhadap θ dan φ.
Disebut statik karena tensor metrik gµν tidak bergantung ter-
hadap waktu (∂0gµν) atau elemen garis ds2 harus invarian ter-
hadap transformasi pembalikan waktu x0 → −x0. Dengan de-
mikian elemen garis ds2 tidak boleh memiliki suku dxidx0 atau
dx0dxi yang menjadikannya tidak invarian terhadap transfor-
masi pembalikan waktu, oleh karena itu gi0 = g0i = 0. Maka
tensor metrik gµν tidak bernilai 0 hanya pada elemen diagonal-
nya saja yang koefisiennya merupakan fungsi dari parameter
r saja. Dengan demikian didapatkan ansatz untuk metriknya
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berupa

ds2 = −U(r)dt2 +V (r)dr2 +W (r)r2(dθ2 +sin2 θdφ). (A.1)

Dari kondisi khusus ini, 10 komponen bebas dari tensor
metrik yang secara umum bergantung pada xµ menjadi ter-
eduksi hanya menjadi 4 komponen bebas yang merupakan
fungsi dari r saja. Kemudian, karena r merupakan parame-
ter radial, maka dapat digantikan dengan sembarang fungsi r,
sehingga misalkan diambil Wr2 = r̂2, maka r̂ =

√
Wr, serta

dr̂

dr
=
√
W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)
, (A.2)

maka dapat diperoleh

V dr2 =
V

W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)−2

dr̂2 ≡ V̂ dr̂2, (A.3)

sehingga V ≡ V̂ . Dengan menggunakan cara yang sama,dapat
diperoleh U ≡ Û . Kemudian dengan mengganti r menjadi r̂,
maka elemen garis di atas akan menjadi,

ds2 = −Û(r̂)dt2 + V̂ (r̂)dr2 + r̂2(dθ2 + sin2 θdφ). (A.4)

Lalu dengan menghilangkan tanda topi pada persamaan di
atas, serta dipilih ansatz fungsi dari U dan V sebagai

U(r) = e2ν(r), dan V (r) = e2λ(r), (A.5)

maka elemen garisnya menjadi

ds2 = −e2νc2dt2 + e2λdr2 + r2(dθ2 + sin2θdφ). (A.6)

Elemen garis persamaan di atas kemudian digunakan un-
tuk menentukan tensor metrik kovarian gµν sebagai berikut,

gµν =


−e2ν 0 0 0

0 e2λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 , (A.7)
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karena

gµν = (gµν)−1 (A.8)

maka bentuk kontravarian dari tensor metriknya adalah,

gµν =


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (A.9)

Persamaan untuk mencari simbol Christoffel jenis pertama
adalah

Γµ,νρ =
1

2

(
∂gµν
∂xρ

+
∂gρµ
∂xν

− ∂gνρ
∂xµ

)
. (A.10)

Dengan demikian, untuk tensor metrik di atas, komponnen-
komponen simbol Christoffel jenis pertamanya adalah sebagai
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berikut,

Γ0,00 =
1

2
(∂0g00 + ∂0g00 − ∂0g00)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,01 = Γ0,10 =
1

2
(∂1g00 + ∂0g01 − ∂0g01)

=
1

2

(
∂(−e2ν)

∂r

)
=− ν ′e2ν

Γ0,02 = Γ0,20 =
1

2
(∂2g00 + ∂0g02 − ∂0g02)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,03 = Γ0,30 =
1

2
(∂3g00 + ∂0g03 − ∂0g03)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0
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Γ0,11 =
1

2
(∂1g01 + ∂1g10 − ∂0g11)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,21 = Γ0,12 =
1

2
(∂2g01 + ∂1g20 − ∂0g12)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,31 = Γ0,13 =
1

2
(∂3g01 + ∂1g30 − ∂0g13)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,22 =
1

2
(∂2g02 + ∂2g20 − ∂0g22)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,23 = Γ0,32 =
1

2
(∂3g02 + ∂2g03 − ∂0g23)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ0,33 =
1

2
(∂3g03 + ∂3g30 − ∂0g33)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0
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Γ1,00 =
1

2
(∂0g10 + ∂0g01 − ∂1g00)

=
1

2

(
0 + 0− ∂(−e2ν)

∂r

)
=ν ′e2ν

Γ1,01 = Γ1,10 =
1

2
(∂1g10 + ∂0g11 − ∂1g01)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ1,02 = Γ1,20 =
1

2
(∂2g10 + ∂0g21 − ∂1g02)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ1,03 = Γ1,30 =
1

2
(∂3g10 + ∂0g31 − ∂1‘g03)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0
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Γ1,11 =
1

2
(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11)

=
1

2

(
0 + 0− ∂(−e2λ)

∂r

)
=λ′e2λ

Γ1,21 = Γ1,12 =
1

2
(∂2g11 + ∂1g21 − ∂1g12)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ1,31 = Γ1,13 =
1

2
(∂3g11 + ∂1g31 − ∂1g13)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ1,22 =
1

2
(∂2g12 + ∂2g21 − ∂1g22)

=
1

2

(
0 + 0− ∂(r2)

∂r

)
=− r

Γ1,23 = Γ1,32 =
1

2
(∂3g12 + ∂2g13 − ∂1g23)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ1,33 =
1

2
(∂3g13 + ∂3g31 − ∂1g33)

=
1

2

(
0 + 0− ∂(r2 sin2 θ)

∂r

)
=− r sin2 θ
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Γ2,00 =
1

2
(∂0g20 + ∂0g02 − ∂2g00)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,01 = Γ2,10 =
1

2
(∂1g20 + ∂0g12 − ∂2g01)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,02 = Γ2,20 =
1

2
(∂2g20 + ∂0g22 − ∂2g02)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,03 = Γ2,30 =
1

2
(∂3g20 + ∂0g32 − ∂2‘g03)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0
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Γ2,11 =
1

2
(∂1g21 + ∂1g12 − ∂2g11)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,21 = Γ2,12 =
1

2
(∂2g21 + ∂1g22 − ∂2g12)

1

2

(
0 +

∂(r2)

∂r
− 0

)
=r

Γ2,31 = Γ2,13 =
1

2
(∂3g21 + ∂1g32 − ∂2g13)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,22 =
1

2
(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,23 = Γ2,32 =
1

2
(∂3g22 + ∂2g23 − ∂2g23)

1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ2,33 =
1

2
(∂3g23 + ∂3g32 − ∂2g33)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0



84

Γ3,00 =
1

2
(∂0g30 + ∂0g03 − ∂3g00)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,01 = Γ3,10 =
1

2
(∂1g30 + ∂0g13 − ∂3g01)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,02 = Γ3,20 =
1

2
(∂2g30 + ∂0g23 − ∂3g02)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,03 = Γ3,30 =
1

2
(∂3g30 + ∂0g33 − ∂3‘g03)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0



85

Γ3,11 =
1

2
(∂1g31 + ∂1g13 − ∂3g11)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,21 = Γ3,12 =
1

2
(∂2g31 + ∂1g23 − ∂3g12)

1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,31 = Γ3,13 =
1

2
(∂3g31 + ∂1g33 − ∂3g13)

=
1

2

(
0 +

∂(r2 sin2 θ)

∂r
− 0

)
=r sin2 θ

Γ3,22 =
1

2
(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Γ3,23 = Γ3,32 =
1

2
(∂3g32 + ∂2g33 − ∂3g23)

1

2

(
0 +

∂(r2 sin2 θ)

∂θ
− 0

)
=r2 sin θ cos θ

Γ3,33 =
1

2
(∂3g33 + ∂3g33 − ∂3g33)

=
1

2
(0 + 0− 0)

=0

Nilai-nilai Simbol Christoffel jenis pertama tersebut dapat di-
gunakan untuk mencari nilai Simbol Christoffel jenis kedua
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dengan menggunakan persamaan,

Γρµν = gρσΓσ,µν (A.11)

Nilai-nilai tersebut sebagai berikut

Γ0
00 =g00Γ0,00

=0

Γ0
01 = Γ0

10 =g0σΓσ,01

=g00Γ0,01 + g01Γ1,01 + g02Γ2,01 + g03Γ3,01

=g00Γ0,01 = −e−2ν(−ν ′e2ν) = ν ′

g01Γ1,01 = 0

g02Γ2,01 = 0

g03Γ3,01 = 0

Γ0
02 = Γ0

20 =g0σΓσ,02

=g00Γ0,02 + g01Γ1,02 + g02Γ2,02 + g03Γ3,02

=0

Γ0
03 = Γ0

30 =g0σΓσ,03

=g00Γ0,03 = g01Γ1,03 + g02Γ2,03 + g03Γ3,03

=0

Γ0
11 =g0σΓσ,11

=g00Γ0,11 + g01Γ1,11 + g02Γ2,11 + g03Γ3,11

=0

Γ0
12 = Γ0

21 =g0σΓσ,12

=g00Γ0,12 + g01Γ1,12 + g02Γ2,12 + g03Γ3,12

=0

Γ0
13 = Γ0

31 =g0σΓσ,13

=g00Γ0,13 + g01Γ1,13 + g02Γ2,13 + g03Γ3,13

=0
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Γ0
22 =g0σΓσ,22

=g00Γ0,22 + g01Γ1,22 + g02Γ2,22 + g03Γ3,22

=0

Γ0
23 = Γ0

32 =g0σΓσ,23

=g00Γ0,23 + g01Γ1,23 + g02Γ2,23 + g03Γ3,23

=0

Γ0
33 =g0σΓσ,33

=g00Γ0,33 + g01Γ1,33 + g02Γ2,33 + g03Γ3,33

=0
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Γ1
00 =g1σΓσ,00

=g10Γ0,00 + g11Γ1,00 + g12Γ2,00 + g13Γ3,00

=g11Γ1,00 = e−2λ(ν ′e2ν) = ν ′e2ν−2λ

g10Γ0,01 = 0

g12Γ2,00 = 0

g13Γ3,00 = 0

Γ1
01 = Γ1

10 =g1σΓσ,01

=g10Γ0,01 + g11Γ1,01 + g12Γ2,01 + g13Γ3,01

=0

Γ1
02 = Γ1

20 =g1σΓσ,02

=g10Γ0,02 + g11Γ1,02 + g12Γ2,02 + g13Γ3,02

=0

Γ1
03 = Γ1

30 =g1σΓσ,03

=g10Γ0,03 = g11Γ1,03 + g12Γ2,03 + g13Γ3,03

=0

Γ1
11 =g1σΓσ,11 = g10Γ0,11 + g11Γ1,11 + g12Γ2,11 + g13Γ3,11

=g11Γ1,11 = e−2λ(λ′e2λ) = λ′

g10Γ0,11 = 0

g12Γ2,11 = 0

g13Γ3,11 = 0

Γ1
12 = Γ1

21 =g1σΓσ,12

=g10Γ0,12 + g11Γ1,12 + g12Γ2,12 + g13Γ3,12

=0

Γ1
13 = Γ1

31 =g1σΓσ,13

=g10Γ0,13 + g11Γ1,13 + g12Γ2,13 + g13Γ3,13

=0
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Γ1
22 =g1σΓσ,22

=g10Γ0,22 + g11Γ1,22 + g12Γ2,22 + g13Γ3,22

=g11Γ1,22 = e−2λ(−r) = −re−2λ

g10Γ0,22 = 0

g12Γ2,22 = 0

g13Γ3,22 = 0

Γ1
23 = Γ1

32 =g1σΓσ,23

=g10Γ0,23 + g11Γ1,23 + g12Γ2,23 + g13Γ3,23

=0

Γ1
33 =g1σΓσ,33

=g10Γ0,33 + g11Γ1,33 + g12Γ2,33 + g13Γ3,33

=g11Γ1,22 = e−2λ(−r sin2 θ) = −r sin2 θe−2λ

g10Γ0,22 = 0

g12Γ2,22 = 0

g13Γ3,22 = 0
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Γ2
00 =g2σΓσ,00

=g20Γ0,00 + g21Γ1,00 + g22Γ2,00 + g23Γ3,00

=0

Γ2
01 = Γ2

10 =g2σΓσ,01

=g20Γ0,01 + g21Γ1,01 + g22Γ2,01 + g23Γ3,01

=0

Γ2
02 = Γ2

20 =g2σΓσ,02

=g20Γ0,02 + g21Γ1,02 + g22Γ2,02 + g23Γ3,02

=0

Γ2
03 = Γ2

30 =g2σΓσ,03

=g20Γ0,03 = g21Γ1,03 + g22Γ2,03 + g23Γ3,03

=0

Γ2
11 =g2σΓσ,11

=g20Γ0,11 + g21Γ1,11 + g22Γ2,11 + g23Γ3,11

=0

Γ2
12 = Γ2

21 =g2σΓσ,12

=g20Γ0,12 + g21Γ1,12 + g22Γ2,12 + g23Γ3,12

=0

Γ2
13 = Γ2

31 =g2σΓσ,13

=g20Γ0,13 + g21Γ1,13 + g22Γ2,13 + g23Γ3,13

=0
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Γ2
22 =g2σΓσ,22

=g20Γ0,22 + g21Γ1,22 + g22Γ2,22 + g23Γ3,22

=0

Γ2
23 = Γ2

32 =g2σΓσ,23

=g20Γ0,23 + g21Γ1,23 + g22Γ2,23 + g23Γ3,23

=0

Γ2
33 =g2σΓσ,33

=g20Γ0,33 + g21Γ1,33 + g22Γ2,33 + g23Γ3,33

=g23Γ3,22 = r−2(−r2 sin θ cos θ) = − sin θ cos θ

g20Γ0,22 = 0

g21Γ1,22 = 0

g22Γ2,22 = 0
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Γ3
00 =g3σΓσ,00

=g30Γ0,00 + g31Γ1,00 + g32Γ2,00 + g33Γ3,00

=0

Γ3
01 = Γ3

10 =g2σΓσ,01

=g30Γ0,01 + g31Γ1,01 + g32Γ2,01 + g33Γ3,01

=0

Γ3
02 = Γ3

20 =g2σΓσ,02

=g30Γ0,02 + g31Γ1,02 + g32Γ2,02 + g33Γ3,02

=0

Γ3
03 = Γ3

30 =g2σΓσ,03

=g30Γ0,03 = g31Γ1,03 + g32Γ2,03 + g33Γ3,03

=0

Γ3
11 =g2σΓσ,11

=g30Γ0,11 + g31Γ1,11 + g32Γ2,11 + g33Γ3,11

=0

Γ3
12 = Γ3

21 =g2σΓσ,12

=g30Γ0,12 + g31Γ1,12 + g32Γ2,12 + g33Γ3,12

=0
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Γ3
13 = Γ3

31 =g2σΓσ,13

=g30Γ0,13 + g31Γ1,13 + g32Γ2,13 + g33Γ3,13

=g33Γ3,13 = r−2 sin−2 θ(r sin2 θ) = − sin θ cos θ =
1

r
g30Γ0,13 = 0

g31Γ1,13 = 0

g32Γ2,13 = 0

Γ3
22 =g2σΓσ,22

=g30Γ0,22 + g31Γ1,22 + g32Γ2,22 + g33Γ3,22

=0

Γ3
23 = Γ3

32 =g2σΓσ,23

=g30Γ0,23 + g31Γ1,23 + g32Γ2,23 + g33Γ3,23

=g33Γ3,23 = r−2 sin−2 θ(r2 sin θ cos θ)

=
cos θ

sin θ
= cot θ

g30Γ0,23 = 0

g31Γ1,23 = 0

g32Γ2,23 = 0

Γ3
33 =g2σΓσ,33

=g30Γ0,33 + g31Γ1,33 + g32Γ2,33 + g33Γ3,33

=0

Dari komponen-komponen Simbol Christoffel tersebut yang
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tidak bernilai 0 adalah sebagai berikut

Γ0
01 = Γ0

10 = ν ′ Γ1
00 = ν ′e(2ν−2λ)

Γ1
11 = λ′ Γ1

22 = −re−2λ

Γ1
33 = −r sin2 θe−2λ Γ2

12 = Γ2
21 =

1

r

Γ2
33 = − sin θcosθ Γ3

13 = Γ3
31 =

1

r
Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ.

(A.12)

Tensor Ricci dapat dihitung dengan menggunakan persa-
maan

Rµν = ∂νΓσµσ − ∂σΓσµν + ΓρµσΓσρν − ΓρµνΓσρσ. (A.13)

Karena Tensor Ricci merupakan tensor yang simetris (Rµν =
Rνµ), maka tensor tersebut hanya memiliki 10 komponen be-
bas. Untuk komponen Ri0,(i = 1, 2, 3),

Ri0 = ∂0Γσiσ − ∂σΓσi0 + ΓρiσΓσρ0 − Γρi0Γσρσ, (A.14)

karena kondisi statik, maka ∂0gµν = 0, sehingga ∂0Γσiσ = 0.
Dengan demikian tensor Ricci tersebut menjadi

Ri0 = −∂jΓji0 + ΓρijΓ
j
ρ0 − Γρi0Γjρj . (A.15)

Kemudian dengan menggunakan nilai Γij0 = 0,Γρ0ρ = 0 dan

Γ0
ij = 0, maka dapat diperoleh,

Ri0 = R0i = 0, (A.16)

sehingga komponen Tensor Ricci yang tersisa hanya kompo-
nen dalam elemen diagonalnya saja (Rµµ). Nilai dari Rµµ ini
adalah,

Rµµ = ∂µΓσµσ − ∂σΓσµµ + ΓρµσΓσρµ − ΓρµµΓσρσ. (A.17)
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Lalu untuk µ = 0

R00 = ∂0Γσ0σ − ∂σΓσ00 + Γρ0σΓσρ0 − Γρ00Γσρσ

= 0− ∂1Γ1
00 + (Γ0

0σΓσ00 + Γ1
0σΓσ01)− Γ1

00Γσ1σ

= −∂r(ν ′e2ν−2λ + 2ν ′2e2ν−2λ) + (Γ0
0σΓσ00 + Γ1

0σΓσ01)

− Γ1
00(ν ′ + λ′ +

2

r
)

= −∂r(ν ′e2ν−2λ) + (ν ′ν ′e2ν−2λ + ν ′e2ν−2λν ′)

− ν ′e2ν−2λ(ν ′ + λ′ +
2

r
)

= −ν ′′e2ν−2λ − ν ′(2ν ′ − 2λ′)e2ν−2λ + 2ν ′2e2ν−2λ

− (ν ′ + λ′ +
2

r
)ν ′e2ν−2λ

=

[
−ν ′′ − ν ′(2ν ′ − 2λ′) + 2ν ′2 − (ν ′ + λ′ +

2

r
)ν ′
]
e2ν−2λ

=

[
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν ′

r

]
e2ν−2λ

(A.18)
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kemudian untuk µ = 1

R11 =∂1Γσ1σ − ∂σΓσ11 + Γρ1σΓσρ1 − Γρ11Γσρσ

=∂1(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13)− (∂0Γ0
11 + ∂1Γ1

11 + ∂2Γ2
11 + ∂3Γ3

11)

+ [Γ0
1σΓσ01 + Γ1

1σΓσ11 + Γ2
1σΓσ21 + Γ3

1σΓσ31]

− Γ1
11(Γ0

10Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13)− Γ2

11(Γ0
20Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23)

− Γ3
11(Γ0

30Γ1
31 + Γ2

32 + Γ3
33)− Γ0

11(Γ0
00Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03)

=∂1(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13)− (∂0Γ0
11 + ∂1Γ1

11 + ∂2Γ2
11 + ∂3Γ3

11)

+ [Γ0
10Γ0

01 + Γ1
10Γ0

11 + Γ2
10Γ0

21 + Γ3
10Γ0

31]

+ [Γ0
11Γ1

01 + Γ1
11Γ1

11 + Γ2
11Γ1

21 + Γ3
11Γ1

31]

+ [Γ0
12Γ2

01 + Γ1
12Γ2

11 + Γ2
12Γ2

21 + Γ3
12Γ2

31]

+ [Γ0
13Γ3

01 + Γ1
13Γ3

11 + Γ2
13Γ3

21 + Γ3
13Γ3

31]

− Γ1
11(Γ0

10Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13)− Γ2

11(Γ0
20Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23)

− Γ3
11(Γ0

30Γ1
31 + Γ2

32 + Γ3
33)− Γ0

11(Γ0
00Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03)

R11 =∂1(Γ0
10 + Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13)− ∂1Γ1
11

+ [Γ0
10Γ0

01 + Γ1
11Γ1

11 + Γ2
12Γ2

21 + Γ3
13Γ3

31]

− Γ1
11(Γ0

10Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13)

=(ν ′′ + λ′′ + (− 1

r2
) + (− 1

r2
))− λ′′

+ [ν ′2 + λ′2 +
1

r2
+

1

r2
]− λ′(ν ′ + λ′ +

1

r
+

1

r
)

=ν ′′ + λ′′ − 2

r2
− λ′′ + ν ′2 + λ′2 +

2

r2
− λ′(ν ′ + λ′ +

2

r
)

R11 =ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
, (A.19)
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dan untuk µ = 2

R22 =∂2Γσ2σ − ∂σΓσ22 + Γρ2σΓσρ2 − Γρ22Γσρσ

=∂2(Γ0
20 + Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23)− (∂0Γ0
22 + ∂1Γ1

22 + ∂2Γ2
22 + ∂3Γ3

22)

+ [Γ0
2σΓσ02 + Γ1

2σΓσ12 + Γ2
2σΓσ22 + Γ3

2σΓσ32]

− (Γ0
22Γσ0σ + Γ1

22Γσ1σ + Γ2
22Γσ2σ + Γ3

22Γσ3σ)

=∂2(Γ0
20 + Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23)− (∂0Γ0
2 + ∂1Γ1

22 + ∂2Γ2
22 + ∂3Γ3

22)

+ [Γ0
20Γ0

02 + Γ1
20Γ0

21 + Γ2
20Γ0

22 + Γ3
20Γ0

32]

+ [Γ0
12Γ1

20 + Γ1
21Γ1

12 + Γ2
21Γ1

22 + Γ3
21Γ1

32]

+ [Γ0
22Γ2

02 + Γ1
22Γ2

21 + Γ2
22Γ2

22 + Γ3
22Γ2

32]

+ [Γ0
23Γ3

02 + Γ1
23Γ3

21 + Γ2
23Γ3

22 + Γ3
23Γ3

32]

− (Γ1
22(Γ0

01 + Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13))

R22 =− csc2 θ + e−2λ − 2rλ′e−2λ − 2e−2λ

+ re−2λ(ν ′ + λ′ +
2

r
) + cot2 θ

=(1− 2rλ′ − 2 + rν ′ + rλ′ + 2)e−2λ − csc2 θ + cot2 θ

= (1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1, (A.20)
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serta untuk µ = 3

R33 =∂3Γσ3σ − ∂σΓσ33 + Γρ3σΓσρ3 − Γρ33Γσρσ

=∂3(Γ0
30 + Γ1

31 + Γ2
32 + Γ3

33)− (∂0Γ0
33 + ∂1Γ1

33 + ∂2Γ2
33 + ∂3Γ3

33)

+ [Γ0
3σΓσ03 + Γ1

3σΓσ13 + Γ2
3σΓσ32 + Γ3

3σΓσ33]

− (Γ0
33Γσ0σ + Γ1

33Γσ1σ + Γ2
33Γσ2σ + Γ3

33Γσ3σ)

=− ∂1Γ1
33 − ∂2Γ2

33 + [Γ0
30Γ0

03 + Γ1
30Γ0

31 + Γ2
30Γ0

32 + Γ3
30Γ0

33]

+ [Γ0
13Γ1

30 + Γ1
31Γ1

13 + Γ2
31Γ1

32 + Γ3
31Γ1

33]

+ [Γ0
32Γ2

03 + Γ1
32Γ2

31 + Γ2
32Γ2

33 + Γ3
32Γ2

33]

+ [Γ0
33Γ3

03 + Γ1
33Γ3

31 + Γ2
33Γ3

32 + Γ3
33Γ3

33]

− Γ1
33(Γ0

01 + Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13)

− Γ2
33(Γ0

02 + Γ1
21 + Γ2

22 + Γ3
23)

= sin2 θe−2λ − 2rλ′ sin2 θe−2λ − (− cos2 θ + sin2 θ)

+ 2(−r sin2 θe−2λ 1

r
) + 2(− sin θ cos θ

cos θ

sin θ
)

− (−r sin2 θe−2λ(ν ′ + λ′ +
2

r
))− (− sin θ cos θ

cos θ

sin θ
)

= sin2 θ(1− 2rλ′ − 2 + rν ′ + rλ′ + 2)e−2λ

+ (cos2 θ − sin2 θ − 2 cos2 θ + cos2 θ)

R33 = sin2 θ
[
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

]
= sin2 θR22. (A.21)
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R =gµνRµν

=g00R00 + g11R11 + g22R22 + g33R33

=
(
−e−2ν

) {
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ)

+
(
e−2λ

)(
ν ′′ − λ′ν ′ + (ν ′)2 − 2λ′

r

)
+

(
1

r2

)(
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ)

)
+

(
1

r2 sin2 θ

)
sin2 θ

(
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ)

)
=

(
ν ′′ − ν ′λ′ + (ν ′)2 +

2ν ′

r

)
e(−2λ)

+
(
e−2λ

)(
ν ′′ − λ′ν ′ + (ν ′)2 − 2λ′

r

)
+

(
1

r2

)(
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ)

)
+

(
1

r2

)(
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ)

)
=2

(
ν ′′ − ν ′λ′ + (ν ′)2 +

1

r2
(1 + rν ′ − rλ′)

)
e(−2λ)

(A.22)

Pada kondisi di mana tidak ada materi dan energi (va-
kum), (Rµν = 0), maka

−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν ′

r
= 0 (A.23)

ν ′′ − λ′ν ′ + (ν ′)2 − 2λ′

r
= 0 (A.24)

(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) = 1. (A.25)

Kemudian pers. (A.23) dan (A.24) dijumlahkan sehingga di-
peroleh

−2(ν ′ + λ′)

r
= 0, (A.26)
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atau

(ν ′ + λ′) = 0 (A.27)

ν + λ = konstan. (A.28)

Pada r → ∞, metrik harus kembali pada bentuk Minko-
wski ηµν sehingga ν dan λ→ 0, maka

ν + λ = 0→ ν = −λ, (A.29)

dengan memasukkan pers.(A.25) ke pers.(A.29), maka dipe-
roleh

(1 + 2rν ′)e(2ν) =
d

dr

[
re(2ν)

]
= 1. (A.30)

Kemudian persamaan di atas diintegralkan sehingga diperoleh∫
d
[
re(2ν)

]
=

∫
dr

re(2ν) = r + C, (A.31)

dengan C merupakan konstanta integrasi yang dihitung de-
ngan pendekatan untuk medan gravitasi lemah. Lagrangian
non-relativistik berbentuk,

L =−mc2 −mφ+
1

2
mv2

=−mc(c+
φ

c
− 1

2

v2

c
)

=−mc(c+
φ

c
− 1

2
gij
vi

c
vj)

(A.32)
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Integral aksinya adalah,

I =

∫
Ldt

=−mc
∫

(c+
φ

c
− 1

2
gij
vi

c
vj)dt

=−mc
∫

((c+
φ

c
) +

1

2
gij
vi

c

dxj

dt
)dt

=−mc
∫

((1 +
φ

c2
)cdt+

1

2
gij
vi

c
dxj)

=−mc
∫
ds

(A.33)

maka,

ds = (1 +
φ

c2
)cdt+

1

2
gij
vi

c
dxj (A.34)

sehingga

ds2 = (1 +
φ

c2
)2c2dt+ (1 +

φ

c2
)gij

vi

c
dxjdt+

1

4
(gij

vi

c
dxj)2︸ ︷︷ ︸

≈0 (A.35)

dengan

(1 +
φ

c2
)2 = 1 +

2φ

c2
+
φ2

c4
≈ 1 +

2φ

c2
(A.36)

dan

(1 +
φ

c2
)gijdx

idxj ≈ gijdxidxj (A.37)

sehingga

ds2 ≈ (1 +
2φ

c2
)︸ ︷︷ ︸

g00

c2dt2 + gijdx
idxj (A.38)
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jika dibandingkan denga solusi Schwarzschild,

g00 = 1 +
C

r
(A.39)

maka

1 +
C

r
=1 +

2φ

c2

C =φ
2r

c2

C =− GM

r

2r

c2

C =− 2GM

c2

C =− 2m (A.40)

dengan

m =
GM

c2
, (A.41)

sehingga metriknya menjadi,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2. (A.42)

Metrik di atas merupakan metrik Schwarzschild yang membe-
rikan Solusi Elektrovakum Persamaan Medan Einstein.



Lampiran B

Solusi Persamaan
Medan
Einstein-Maxwell

Persamaan Medan Einstein

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (B.1)

jika kalikan dengan gµν menghasilkan

gµνRµν −
1

2
gµνgµνR =

8πG

c4
gµνTµν

R− 1

2
δµµR =

8πG

c4
T (B.2)

Dengan mensubstitusi

δµµ = δ0
0 + δ1

1 + δ2
2 + δ3

3 = 4 (B.3)

103
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diperoleh

R− 2R =
8πG

c4
T (B.4)

R = −8πG

c4
T (B.5)

sehingga persamaan medan Einstein dapat ditulis kembalai
sebagai

Rµν =
8πG

c4
(Tµν −

1

2
gµνT ) (B.6)

Dari definisi Tensor Energi-Momentum Einstein-Maxwell

T νµ = −F νλFµλ +
1

4
δνµF

λγFλγ (B.7)

sehingga

T = Tµµ = −FµλFµλ +
1

4
δµµF

λγFλγ

= −FµλFµλ +
1

4
(δ0

0 + δ1
1 + δ2

2 + δ3
3)F λγFλγ

= −FµλFµλ +
1

4
(4)F λγFλγ

= −FµλFµλ + F λγFλγ

(B.8)

dengan mengontraksi persamaan indeks λ → µ danγ → λ
pada suku kedua, diproleh

T = −FµλFµλ + FµλFµλ = 0 (B.9)

sehingga persamaan medannya menjadi

Rµν =
8πG

c4
Tµν (B.10)

Tensor energi-momentum Tµν dapat dicari lewat tensor ku-
at medan Fµν yang bersifat antisimetri dengan menggunakan
persamaan Maxwell

∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂µFνρ = 0 (B.11)
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untuk ρ = 0

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂µFν0 = 0 (B.12)

dengan mengontraksi insdek µ↔ ν pada suku ketiga, dipero-
leh

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂νFµ0 = 0 (B.13)

∂0Fµν + ∂νF0µ − ∂νF0µ = 0 (B.14)

∂0Fµν = 0 (B.15)

Medan listrik di luar benda bermuatan q hanya berubah
dalam arah radial dan berbanding terbalik dengan kuadrat
jaraknya

E = E(r) ∝ 1

r2
=

q

4πε0r2
= f(r) = f (B.16)

maka hanya komponen F01 dan F10 yang tidak bernilai nol

F01 = f(r) = −F10 (B.17)

maka

Fµν =


0 f 0 0
−f 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (B.18)

dan bentuk kontravariannya

Fµν = gρµgλνFµν (B.19)
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dengan komponen yang tidak nol

F 01 = gρ0gλ1F01

= g00g11F01

= −e−2νe−2λf

= −fe−2ν−2λ

F 10 = gρ1gλ0F10

= g11g00F10

= −e−2λe−2ν − f
= fe−2ν−2λ = −F 01

(B.20)

maka tensor kuat medannya menjadi

Fµν =


0 −fe−2ν−2λ 0 0

fe−2ν−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (B.21)

bentuk tensor campurannya

Fµν = gνγF
γµ (B.22)

dengan komponen yang tidak nol

F 0
1 = g1γF

γ0

= g11F
10

= e2λfe−2ν−2λ

= fe−2ν

F 1
0 = g0γF

γ1

= g00F
01

= −e2ν − fe−2ν−2λ

= fe−2λ

(B.23)
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sehingga tensornya menjadi

Fµν =


0 fe−2ν 0 0

fe−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (B.24)

dengan demikian, tensor energi-momentumnya

Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ

T00 = −F λ0 F0λ +
1

4
g00F

λγFλγ

= −F λ0 F0λ +
1

4
g00F

λγFλγ

= −F 1
0F01 +

1

4
g00(F 0ρF0ρ + F 1ρF1ρ)

= −F 1
0F01 +

1

4
g00(F 01F01 + F 10F10)

= −F 1
0F01 +

1

4
g002F 01F01

= −fe−2λf +
1

2
− e−2ν(−fe−2ν−2λ)f

= −f2e−2λ +
1

2
f2e−2λ = −1

2
f2e−2λ

(B.25)

Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ

T01 = T10 = −F λ1 F0λ +
1

4
g01F

λγFλγ

= −F 0
1F00 − F 1

1F01 +
1

4
(0)F λγFλγ

= −F 0
1 (0)− (0)F01

= 0

(B.26)
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Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ

T02 = T20 = −F λ2 F0λ +
1

4
g02F

λγFλγ

= −(0)F0λ +
1

4
(0)F λγFλγ

= 0

(B.27)

Tνµ = −F λµFνλ +
1

4
gνµF

λγFλγ

T03 = T30 = −F λ3 F0λ +
1

4
g03F

λγFλγ

= −(0)F0λ +
1

4
(0)F λγFλγ

= 0

(B.28)

T11 = −F λ1 F1λ +
1

4
g11F

λγFλγ

= −F λ1 F1λ +
1

4
g11F

λγFλγ

= −F 0
1F10 +

1

4
g11(F 0ρF0ρ + F 1ρF1ρ)

= −F 0
1F10 +

1

4
g11(F 01F01 + F 10F10)

= −F 0
1F10 +

1

4
g112F 01F01

= −fe−2ν(−f) +
1

2
e−2λ − fe−2ν−2λf

= f2e−2ν − 1

2
f2e−2λ

=
1

2
f2e−2ν

(B.29)
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T12 = T21 = −F λ2 F1λ +
1

4
g12F

λγFλγ

= −(0)F0λ +
1

4
(0)F λγFλγ

= 0

(B.30)

T13 = T31 = −F λ3 F1λ +
1

4
g13F

λγFλγ

= −(0)F0λ +
1

4
(0)F λγFλγ

= 0

(B.31)

T22 = −F λ2 F2λ +
1

4
g22F

λγFλγ

=
1

4
g22F

λγFλγ

=
1

4
g22(F 0ρF0ρ + F 1ρF1ρ)

=
1

4
g22(F 01F01 + F 10F10)

=
1

4
g222F 01F01

=
1

2
r2 − fe−2ν−2λf

= −1

2
r2f2e−2ν−2λ

(B.32)

T23 = T32 = −F λ3 F2λ +
1

4
g23F

λγFλγ

= 0 +
1

4
(0)F λγFλγ

= 0

(B.33)
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T33 = −F λ3 F3λ +
1

4
g33F

λγFλγ

=
1

4
g33F

λγFλγ

=
1

4
g33(F 0ρF0ρ + F 1ρF1ρ)

=
1

4
g33(F 01F01 + F 10F10)

=
1

4
g332F 01F01

=
1

2
r2 sin2 θ − fe−2ν−2λf

= −1

2
r2 sin2 θf2e−2ν−2λ = sin2 θT22

(B.34)

sehingga diperoleh,

Tνµ =


−1

2f
2e−2λ 0 0 0
0 1

2f
2e−2ν 0 0

−0 ) −1
2r

2f2e−2ν−2λ 0
0 0 0 −1

2r
2 sin2 θf2e−2ν−2λ


(B.35)

dengan masing-masing komponen Tensor Ricci sama seperti
solusi Schwarzchild

R00 =
{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ)

R11 = ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r

R22 = (1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

R33 = sin2 θ
[
(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1

]
= sin2 θR22

(B.36)

Nilai-nilai ini disubstitusi ke persamaan

Rµν =
8πG

c4
Tµν (B.37)
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untuk kompone-00

R00 =
8πG

c4
T00{

−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e(2ν−2λ) =

8πG

c4
− 1

2
f2e−2λ

(B.38)

untuk komponen-11

R11 =
8πG

c4
T11

ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
=

8πG

c4

1

2
f2e−2ν

(B.39)

untuk komponen-22

R22 =
8πG

c4
T22

(1 + rν ′ − rλ′)e(2ν) − 1 =
8πG

c4
− 1

2
r2f2e−2ν−2λ

(B.40)

persamaan pada komponen-00 dikalikan e2λ menjadi{
−ν ′′ + ν ′λ′ − (ν ′)2 − 2ν′

r

}
e2ν =

8πG

c4
− 1

2
f2 (B.41)

persamaan komponen-11 dikalikan e2ν menjadi

ν ′′ + (ν ′)2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
e2ν =

8πG

c4

1

2
f2 (B.42)

kemudian persamaan tersebut dijumlahkan menjadi

′ − 2ν ′

′ −
2λ′

r
= 0

ν ′ + λ′ = 0

ν + λ = konstan

(B.43)

dengan syarat pada r →∞, metrik kembali menjadi ke bentuk
minkowski sehingga e2ν → 1 dan e2λ → 1 , maka ν = 0
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danλ = 0, sehingga

ν + λ = 0

ν = −λ
(B.44)

Dari persamaan komponen-22

(1 + rν ′ − rλ′)e(−2λ) − 1 =
8πG

c4
− 1

2
r2f2e−2ν−2λ

(1 + 2rν ′)e(2ν) − 1 =
8πG

c4
(−1

2
)r2f2e−2ν+2ν

dre(2ν)

dr
− 1 =

8πG

c4
(−1

2
)r2f2

dre(2ν)

dr
= 1− 4πG

c4
r2f2

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2f2

]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− 4πG

c4
r2 q2

16π2ε20r
4

]
dr

re(2ν) =

∫ [
1− Gq2

4πε20c
4r2

]
dr

re(2ν) =
Gq2

4πε20c
4r

+ 1 +K

e(2ν) =
Gq2

4πε20c
4r2

+ 1 +
K

r

(B.45)

dengan mengambilK = −2m(Radius Schwarzchild) dan Gq2

4πε20c
4 ≡

Q2, maka diperoleh

e(2ν) = 1 + Q2

r2
− 2m

r (B.46)

sehingga solusi persamaan medan Einstein-Maxwell adalah

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dt2 +

(
1 +

Q2

r2
− 2m

r

)−1
dr2 + r2dΩ2

(B.47)



Lampiran C

Diagram Ruang-Waktu

C.1 Diagram Ruang-Waktu Solusi Sch-
warzschild

Pada kasus lubang hitam Schwarzchild, diperkenalkan ko-
ordinat baru dengan transformasi,

t = t+ 2m ln(r − 2m). (C.1)

sehingga

dt = dt+
2m

r − 2m
dr (C.2)

dengan demikian,

dt = dt− 2m
dr

r − 2m

dt2 = dt
2

+ 4m2 dr2

(r − 2m)2
− 4m

r − 2m
dtdr.

(C.3)

113
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Dengan begitu, didapatkan

ds2 =−
(

1− 2m

r

)(
dt

2
+ 4m2 dr2

(r − 2m)2
− 4m

r − 2m
dtdr

)
+

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(
r − 2m

r

)(
dt

2
+ 4m2 dr2

(r − 2m)2
− 4m

r − 2m
dtdr

)
+

(
r − 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr −

(
4m2

r(r − 2m)

)
dr2

+

(
r

r − 2m

)
dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr

+

(
r2

r(r − 2m)
− 4m2

r(r − 2m)

)
dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr

+

(
(r − 2m)(r + 2m)

r(r − 2m)

)
dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr

+

(
r + 2m

r

)
dr2 + r2dΩ2

ds2 =−
(

1− 2m

r

)
dt

2
+

4m

r
dtdr +

(
1 +

2m

r

)
dr2 + r2dΩ2.

(C.4)

Metrik di atas merupakan metrik Schwarzchild dalam koordi-
nat Eddington-Finkelstein. Bentuk ini reguler pada semua
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titik kecuali pada r = 0, sehingga singularitas koordinatnya
telah dihilangkan. Kondisi untuk geodesik null radial adalah

dΩ̇ = ds2 = 0, (C.5)

sehingga untuk geodesik null yang masuk ke lubang hitam
adalah

(
ds

dt

)2

=−
(

1− 2m

r

)(
dt

dt

)2

+
4m

r

dr

dt
+

(
1 +

2m

r

)(
dr

dt

)2

+ 0

0 =−
(

1− 2m

r

)
+

4m

r

dr

dt
+

(
1 +

2m

r

)(
dr

dt

)2

(C.6)

dengan mengambil

h = 1− g00 =
2m

r
. (C.7)

diperoleh,

0 =− (1− h) + 2h
dr

dt
+ (1 + h)

(
dr

dt

)2

0 =− 1− h
1 + h

+
2h

1 + h

dr

dt
+

(
dr

dt

)2
(C.8)
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dengan demikian, dapat diketahui akar dari persamaan terse-
but sebagai,

dr

dt
=− 2h

2(1 + h)
± 1

2

√(
2h

(1 + h)

)2

− 4
1− h
1 + h

=− h

(1 + h)
± 1

2

√
4h2

(1 + h)2
+ 4

1− h
1 + h

=− h

(1 + h)
± 1

2

√
4h2 + 4(1− h)(1 + f)

(1 + h)2

=− h

(1 + h)
± 1

2

√
4h2 + 4(1− h2)

(1 + h)2

=− h

(1 + h)
± 1

2

√
4h2 + 4− 4h2

(1 + h)2

=− h

(1 + h)
± 1

2

√
4

(1 + h)2

=− h

(1 + h)
± 1

2

2

1 + h

=− h

(1 + h)
± 1

1 + h

=
−h± 1

1 + h

(C.9)

dari Persamaan (C.9), diperoleh geodesik null radial yang ma-
suk adalah garis dengan dr

dt
yang negatif sehingga jaraknya

terhadap singularitas berkurang dengan penambahan waktu,
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yaitu

dr

dt
=− h

(1 + h)
− 1

1 + h

dr

dt
=− h+ 1

(1 + h)

dr

dt
=− 1,

(C.10)

sehingga geodesik null radial yang masuk adalah,

dt

dr
=

(
dr

dt

)−1

=− 1 + h

−h− 1

=− 1 + h

(h+ 1)

=− 1

(C.11)

yang merupakan garis lurus dengan gradien -1. Sedangkan
geodesik null radial yang keluar dari lubang hitam adalah akar
yang lain. Dengan demikian, diperoleh geodesik null radial
yang keluar dengan gradien,

dt

dr
=

(
dr

dt

)−1

=− 1 + h

−h± 1 (C.12)

Pada saat r mendekati tak hingga (r → ∞), gradiennya
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dt
dr akan sama dengan

dt

dr

∣∣∣
r→∞

= lim
r→∞

− 1 + h

−h± 1

= lim
r→∞

1 + 2m
r

(1− 2m
r )

= lim
r→∞

r+2m
r

( r−2m
r )

=
1 + 0

(−0 + 1)

=1

(C.13)

Kemudian pada saat mendekati r = 2m dari kanan r → 2m+,
gradiennya akan sama dengan,

dt

dr

∣∣∣
r→2m+

= lim
r→2m+

r+2m
r

( r−2m
r )

= lim
r→2m+

r + 2m

r − 2m

=∞

(C.14)

Kemudian pada saat mendekati r = 0, gradiennya akan sama
dengan,

dt

dr

∣∣∣
r→0

=− lim
r→0

r+2m
r

2m−r
r

=− lim
r→0

r + 2m

2m− r

=− lim
r→0

0 + 2m

2m− 0

=− lim
r→0

2m

2m

=− lim
r→0

(1)

=− 1.

(C.15)
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Kemudian pada saat mendekati r = 2m dari kiri r → 2m−,
gradiennya akan sama dengan,

dt

dr

∣∣∣
r→2m−

=− lim
r→2m−

r+2m
r

2m−r
r

=− lim
r→2m−

r + 2m

2m− r
=−∞

(C.16)

C.2 Diagram Ruang-Waktu Solusi Reissner-
Nordstrom

Pada kasus Reissner-Nordstrom diperkenalkan koordinat
waktu baru

t = t+
r2

+

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
−

r+ − r−
ln(r − r−), (C.17)

sehingga

dt = dt+ d

(
r2

+

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
−

r+ − r−
ln(r − r−)

)
= dt+ dr

(
r2

+

(r+ − r−)(r − r+)
−

r2
−

(r+ − r−)(r − r−)

)
= dt+

dr

(r+ − r−)

(
r2

+

(r − r+)
−

r2
−

(r − r−)

)
, (C.18)
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maka

dt = dt− dr

(r+ − r−)

(
r2

+

(r − r+)
−

r2
−

(r − r−)

)
= dt− dr

(r+ − r−)

(
(r − r−)r2

+ − (r − r+)r2
−

(r − r+)(r − r−)

)
= dt− dr

(r+ − r−)

(
r(r2

+ − r2
−) + r+r−(r− − r+

(r − r+)(r − r−)

)
= dt− dr

(r+ − r−)

(
r(r2

+ − r2
−) + r+r−(r− − r+

(r − r+)(r − r−)

)
= dt− dr

(r − r+)(r − r−)

(
r(r+ + r)(r+ − r) + r+r−(r− − r+

(r+ − r−)

)
= dt− dr

(r − r+)(r − r−)

(
r(r+ + r) − r+r−

)
. (C.19)

Mengingat

r+r− = (m+ (m2 −Q2)
1
2 (m2 − (m2 −Q2)

1
2

= m2 − (m2 −Q2) = Q2

r+ + r− = (m+ (m2 −Q2)
1
2 + (m2 − (m2 −Q2)

1
2

= 2m

(r − r+)(r − r−) = r2 − r(r− + r+) + r+r−

= r2 − 2mr +Q2, (C.20)

maka

dt = dt− dr

r2 − 2mr +Q2

(
2mr −Q2

)
. (C.21)

Kemudian untuk kemudahan diambil

f = 1− g00 =
2m

r
− Q2

r2
. (C.22)
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Sehingga diperoleh

dt = dt− dr

1− f
f (C.23)

ketika hasil di atas dikuadratkan, diperoleh

dt2 = dt
2

+
f2

(1− f)2
dr2 − 2f

1− f
dtdr

(1− f)dt2 = (1− f)dt
2

+
f2

(1− f)
dr2 − 2fdtdr.

(C.24)

Hasil di atas disubsitusikan ke metrik Reissner-Nordstrom un-
tuk memperoleh

ds2 =−
(

(1− f)dt
2

+
f2

(1− f)
dr2 − 2fdtdr

)
+ (1− f)−1dr2

+ r2dΩ2

ds2 =− (1− f)dt
2

+ 2fdtdr +

(
1

(1− f)
− f2

(1− f)

)
dr2 + r2dΩ2

ds2 =− (1− f)dt
2

+ 2fdtdr + (1 + f)dr2 + r2dΩ2.

(C.25)

Metrik di atas merupakan metrik Reissner-Nordstrom dalam
koordinat Eddington-Finkelstein.

Kondisi untuk geodesik null radial adalah

dΩ = ds2 = 0, (C.26)

sehingga

0 = −(1− f)dt
2

+ 2fdtdr + (1 + f)dr2 + 0

0 = (1− f)dt
2

+ 2fdtdr − (1 + f)dr2

0 = (1− f)
( dt
dr

)2
+ 2f

dt

dr
− (1 + f)

0 =
( dt
dr

)2
+

2f

1− f
dt

dr
− 1 + f

1− f
.

(C.27)
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Dengan demikian diketahui akar kuadrat dari persamaan di
atas

dt

dr
=

2f
1−f ±

√( 2f
1−f
)2

+ 41+f
1−f

2

dt

dr
=

f

1− f
±

√( f

1− f
)2

+
1 + f

1− f
dt

dr
=

f

1− f
± 1

1− f
.

(C.28)

sehingga untuk godesik null radial yang masuk ke dalam lu-
bang hitam memiliki gradien

dt

dr
=

f

1− f
− 1

1− f
dt

dr
=
f − 1

1− f
dt

dr
= −1

(C.29)

Dengan demikian geodesik null radial yang masuk ke lubang
hitam merupakan garis lurus dengan gradien -1. Sedangkan
untuk geodesik null radial yang keluar dari lubang hitam me-
rupakan persamaan diferensial sebagai berikut

dt

dr
=

f

1− f
+

1

1− f
dt

dr
=

1 + f

1− f
.

(C.30)

Pada saat r mendekati tak hingga (r → ∞), gradiennya dt
dr
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akan sama dengan

dt

dr

∣∣
r→∞ = lim

r→∞

1 + f

1− f

= lim
r→∞

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→∞

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→∞

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

= lim
r→∞

2r + 2m

2r − 2m

= lim
r→∞

2

2
= lim
r→∞

(1)

=1

(C.31)

Kemudian pada saat mendekati r = r+ dari kanan r → r+
+,
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gradiennya akan sama dengan,

dt

dr

∣∣
r→r++

= lim
r→r++

1 + f

1− f

= lim
r→r++

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→r++

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→r++

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

= lim
r→r++

r2 + 2mr −Q2

(r − r+)(r − r−)

=
r2

+ + 2mr+ −Q2

(r+ − r+)(r+ − r−)

=
r2

+ + 2mr+ −Q2

(0)(r+ − r−)

=∞

(C.32)

Kemudian pada saat mendekati r = r+ dari kiri r → r−+,



125

gradiennya akan sama dengan,

dt

dr

∣∣
r→r++

= lim
r→r−+

1 + f

1− f

= lim
r→r−+

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→r−+

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→r−+

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

= lim
r→r−+

r2 + 2mr −Q2

(r − r+)(r − r−)

=− lim
r→r−+

r2 + 2mr −Q2

(r+ − r)(r − r−)

=−
r2

+ + 2mr+ −Q2

(r+ − r+)(r+ − r−)

=−
r2

+ + 2mr+ −Q2

(0)(r+ − r−)

=−∞

(C.33)

Pada saat mendekati r = r− dari kanan r → r+
−, gradiennya
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akan sama dengan,

dt

dr

∣∣
r→r+−

= lim
r→r+−

1 + f

1− f

= lim
r→r+−

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→r+−

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→r+−

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

= lim
r→r+−

r2 + 2mr −Q2

(r − r+)(r − r−)

=− lim
r→r+−

r2 + 2mr −Q2

(r+ − r)(r − r−)

=−
r2
− + 2mr− −Q2

(r− − r+)(r− − r−)

= −
r2
− + 2mr− −Q2

(0)(r+ − r−)

=−∞

(C.34)

Kemudian pada saat mendekati r = r− dari kiri r → r−−,
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gradiennya akan sama dengan,

dt

dr

∣∣
r→r+−

= lim
r→r−−

1 + f

1− f

= lim
r→r−−

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→r−−

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→r−−

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

= lim
r→r−−

r2 + 2mr −Q2

(r − r+)(r − r−)

=− lim
r→r−−

r2 + 2mr −Q2

(r+ − r)(r − r−)

= lim
r→r−−

r2 + 2mr −Q2

(r+ − r)(r− − r)

=
r2
− + 2mr− −Q2

(r+ − r−)(r− − r−)

=
r2
− + 2mr− −Q2

(r+ − r−)(0)

=∞

(C.35)

Kemudian pada saat mendekati r = 0, gradiennya akan sama
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dengan,

dt

dr

∣∣
r→0

= lim
r→0

1 + f

1− f

= lim
r→0

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= lim
r→0

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= lim
r→0

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

=
02 + 2m(0)−Q2

02 − 2m(0) +Q2

=
−Q2

Q2

=− 1

(C.36)

Pada area di antara r+ dan r−, geodesik memiliki gradien mi-
nus tak hingga pada saat r = r+ kemudian semakin membesar
gradiennya sampai pada suatu nilai maksimum yang negatif
pada titik yang diberikan oleh turunan pertama dari gradien-
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nya,

d2t

dr2
=
d

dr

1 + f

1− f

=
d

dr

1 + 2m
r −

Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

=
d

dr

r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

=
d

dr

r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2

=
1

(r2 − 2mr +Q2)2
((r2 − 2mr +Q2)

d

dr
(r2 + 2mr −Q2)

− (r2 + 2mr −Q2)
d

dr
(r2 − 2mr +Q2))

=
1

(r2 − 2mr +Q2)2
((r2 − 2mr +Q2)(2r + 2m)

− (r2 + 2mr −Q2)(2r − 2m))

=
1

(r2 − 2mr +Q2)2
(2r(r2 − 2mr +Q2) + 2m(r2 − 2mr +Q2)

− 2r(r2 + 2mr −Q2) + 2m(r2 + 2mr −Q2))

=
1

(r2 − 2mr +Q2)2
(−8mr2 + 4rQ2 + 4mr2)

=
1

(r2 − 2mr +Q2)2
(−4mr2 + 4rQ2)

d2t

dr2
=

1

(r2 − 2mr +Q2)2
4r(−mr +Q2)

0 =
1

(r2 − 2mr +Q2)2
4r(−mr +Q2)

0 =4r(−mr +Q2)

0 =−mr +Q2

mr =Q2

r =
Q2

m
. (C.37)
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Sehingga didapatkan gradien pada titik r = Q2/m yaitu,

dt

dr

∣∣
r=Q2/m

=
1 + 2m

Q2/m
− Q2

(Q2/m)2

1− 2m
Q2/m

+ Q2

(Q2/m)2

=
1 + 2m2

Q2 − m2

Q2

1− 2m2

Q2 + m2

Q2

=
Q2 + 2m2 −m2

Q2 − 2m2 +m2

=
Q2 +m2

Q2 −m2

=− Q2 +m2

m2 −Q2

(C.38)

yang merupakan suatu nilai negatif, karena m2 > Q2. Sete-
lah melewati titik r = Q2/m gradiennya turun langgi hingga
garisnya berhmpit dengan garis r = r−. Pada area di antara
singularitas r = 0 dan r−, geodesik null radial memiliki gra-
dien tak hingga pada r = r− dan kemudian semakin mengecil
sampai gradiennya sama dengan 0 pada titik yang didefinisik-
an oleh,

dt

dr
=

1 + f

1− f
= 0

=
1 + 2m

r −
Q2

r2

1− 2m
r + Q2

r2

= 0

=
r2+2mr−Q2

r2

r2−2mr+Q2

r2

= 0

=
r2 + 2mr −Q2

r2 − 2mr +Q2
= 0

=r2 + 2mr −Q2 = 0

(C.39)
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dengan akar,

ρ± = −m±
√

4m2 + 4Q2

2

ρ± = −m±
√
m2 +Q2

(C.40)

sehingga akar yang mungkin hanyalah

ρ+ = −m+
√
m2 +Q2. (C.41)

C.3 Ekstensi Maksimal Solusi Analitik

Solusi Schwarzchild dalam koordinat Kruskal-Szekeres da-
pat diperoleh dengan memperkenalkan koordinat baru berupa
koordinat null dengan transformasi,

v = t+ r, w = t∗ − r (C.42)

(C.43)

dengan

t∗ = t− 2m ln(r − 2m). (C.44)

sehingga

dt∗ = dt− 2m

r − 2m
dr (C.45)

dengan begitu,

dv = dt+ dr, dw = dt∗ − dr,

dv = dt+
2m

r − 2m
dr + dr, dw = dt− 2m

r − 2m
dr − dr,

dv = dt+
r

r − 2m
dr, dw = dt− r

r − 2m
dr,

(C.46)
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sehingga

dvdw =

(
dt+

r

r − 2m
dr

)(
dt− r

r − 2m
dr

)
dvdw =dt2 −

(
r

r − 2m

)2

dr2. (C.47)

Dengan begitu dapat diperoleh,

−
(

1− 2m

r

)
dvdw = −

(
1− 2m

r

)(
dt2 −

(
r

r − 2m

)2

dr2

)

−
(

1− 2m

r

)
dvdw = −

(
1− 2m

r

)
dt2

+

(
r − 2m

r

)(
r

r − 2m

)2

dr2

−
(

1− 2m

r

)
dvdw = −

(
1− 2m

r

)
dt2 +

r

r − 2m
dr2

−
(

1− 2m

r

)
dvdw = −

(
1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2

(C.48)

Dengan demikian, diperoleh

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dvdw + r2dΩ2, (C.49)

dengan r sebagai fungsi dari v dan w yang didefinisikan secara
implisit sebagai,

1

2
(v − w) = r + 2m ln (r − 2m). (C.50)

Kemudian dengan mengambil θ dan φ konstan, metrik pa-
da Persamaan (C.49) akan menjadi, Kemudian dengan meng-
ambil θ dan φ konstan, metrik pada Persamaan (4.28) akan
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menjadi,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dvdw, (C.51)

kemudian dengan mendefinisikan koordinat baru,

t =
1

2
(v + w)

x =
1

2
(v − w).

(C.52)

Dengan mentransformasi Persamaan (4.30) ke koordinat ter-
sebut, diperoleh,

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
(dt2 − dx2). (C.53)

Dengan demikian, godesik null radialnya akan memiliki gradi-
en ±1, sehingga kerucut cahayanya akan sama di setiap titik.
Kemudian, diambil koordinat baru dengan transformasi

v′ =exp(v/4m)

w′ =− exp(−w/4m).
(C.54)
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Dengan transformasi tersebut, diperoleh

dv′ =
1

4m
exp(v/4m)dv, dw′ =

1

4m
exp(−w/4m)dw

dv′dw′ =
1

4m
exp(v/4m)dv

1

4m
exp(−w/4m)dw

=
1

16m2
exp(v/4m)exp(−w/4m)dvdw

′ =
1

16m2
exp((v − w)/4m)dvdw

=
1

16m2
exp(

1

2m

v − w
2

)dvdw

=
1

16m2
exp(

1

2m
(r + 2m ln (r − 2m)))dvdw

=
1

16m2
exp(

1

2m
(2m ln (r − 2m)))exp(

1

2m
r)dvdw

=
1

16m2
exp(ln (r − 2m))exp(

r

2m
)dvdw

=
r − 2m

16m2
exp(

r

2m
)dvdw

dv′dw′ =
r − 2m

16m2
exp(

r

2m
)dvdw

(C.55)

sehingga diperoleh

dvdw =
16m2

r − 2m
exp(− r

2m
)dv′dw′

−
(

1− 2m

r

)
dvdw =−

(
1− 2m

r

)
16m2

r − 2m
exp(− r

2m
)dv′dw′

=−
(
r − 2m

r

)
16m2

r − 2m
exp(− r

2m
)dv′dw′

−
(

1− 2m

r

)
dvdw =− 16m2

r
exp(− r

2m
)dv′dw′

(C.56)
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dengan mensubstitusikan hasil di atas ke Persamaan (C.49)
diperoleh,

ds2 = −16m2

r
exp(− r

2m
)dv′dw′ + r2dΩ2. (C.57)

dengan r dinyatakan secara impisit oleh

v′w′ =− exp(v/4m)exp(−w/4m)

v′w′ =− exp((v − w)/4m)

v′w′ =− exp(r + 2m ln (r − 2m)/2m)

v′w′ =− (r − 2m)exp(r/2m).

(C.58)

Kemudian dengan mengambil koordinat waktu dan radial ba-
ru yang didefinisikan oleh,

T =
1

2
(v′ + w′)

R =
1

2
(v′ − w′).

(C.59)

sehingga

dT =
1

2
(dv′ + dw′)

dR =
1

2
(dv′ − dw′).

(C.60)

maka,

dT 2 =
1

4
(dv′ + dw′)2, dR2 =

1

4
(dv′ − dw′)2

dT 2 =
1

4
(dv′2 + dw′2 + 2dv′dw′), dR2 =

1

4
(dv′2 + dw′2 − 2dv′dw′)

(C.61)
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dengan demikian

dT 2 − dR2 =
1

4
(dv′2 + dw′2 + 2dv′dw′)

− 1

4
(dv′2 + dw′2 − 2dv′dw′)

dT 2 − dR2 =
1

4
(dv′2 + dw′2 + 2dv′dw′ − dv′2 − dw′2 + 2dv′dw′)

dT 2 − dR2 =
1

4
(4dv′dw′)

dT 2 − dR2 =dv′dw′ (C.62)

sehingga diperoleh

ds2 = −16m2

r
exp(− r

2m
)(dT 2 − dR2) + r2dΩ2. (C.63)

yang merupakan metrik Schwarzschild dalam koordinat Kruskal-
Szeker. kemudian dengan mengambil

T 2 =
1

4
(v′ + w′)2

R2 =
1

4
(v′ − w′)2.

(C.64)

sehingga diperoleh

T 2 −R2 =
1

4
(v′ + w′)2 − 1

4
(v′ − w′)2

T 2 −R2 =
1

4
((v′)2 + (w′)2 + 2v′w′ − ((v′)2 + (w)2 − 2v′w′))

T 2 −R2 =
1

4
(4v′w′)

T 2 −R2 =v′w′

T 2 −R2 =− (r − 2m)exp(r/2m),

(C.65)

yang merupakan persamaan hiperbolik dari T dan R.
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Sedangkan untuk mendapatkan solusi Reissner-Nordstrom
dalam koordinat Kruskal-Szekeres, diperkenalkan koordinat
baru berupa koordinat null dengan transformasi,

v = t+ r, w = 2t− v (C.66)

sehingga

dv = dt+ dr, dw = 2dt− dv
= 2dt− dt− dr

= 2

(
dt− dr f

1− f

)
− dt− dr

= dt− dr1 + f

1− f
(C.67)

dengan begitu

dvdw = (dt+ dr)

(
2dt− dr

(
1 + f

1− f

)
− dt− dr

)
dvdw = dt

2 − dtdr1 + f

1− f
+ dtdr − dr2

(
1 + f

1− f

)
(1− f)dvdw = (1− f)dt

2
+ (1− f)dtdr − (1 + f)dtdr

− (1 + f)dr2

(1− f)dvdw = (1− f)dt
2 − 2fdtdr − (1 + f)dr2

(1− f)dt
2

= (1− f)dvdw − 2fdtdr − (1 + f)dr2 (C.68)

dengan mensubstitusikan hasil di atas ke metrik Reissner-
Nordstrom dalam koordinat Eddington-Finkelstein, diperoleh

ds2 =− ((1− f)dvdw − 2fdtdr − (1 + f)dr2) + 2fdtdr

+ (1 + f)dr2 + r2dΩ2

ds2 =− (1− f)dvdw + r2dΩ2

(C.69)
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dengan mensubstitusikan nilai f didapatkan

ds2 = −((1− f)dvdw − 2fdtdr − (1 + f)dr2) + 2fdtdr

+ (1 + f)dr2 + r2dΩ2

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw + r2dΩ2

(C.70)

dengan r Kemudian dengan mengambil θ dan φ konstan, me-
trik pada Persamaan (C.70) akan menjadi,

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw, (C.71)

kemudian dengan mendefinisikan koordinat baru,

t′ =
1

2
(v + w)

x′ =
1

2
(v − w).

(C.72)

sehingga

dt′ =
1

2
(dv + dw), dx′ =

1

2
(dv − dw)

dt′2 =
1

4
(dv + dw)2, dx′ =

1

4
(dv − dw)2

dt′2 =
1

4
(dv2 + dw2 + 2dvdw)

dx′2 =
1

4
(dv2 − 2dvdw + dw2)

dt′2 − dx′2 =
1

4
(dv2 + dw2 + 2dvdw − (dv2 − 2dvdw + dw2))

dt′2 − dx′2 =
1

4
(4dvdw)

(C.73)
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maka,

−
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw =−

(
1 +

Q2

r2
− 2m

r

)
(dt′2 − dx′2).

(C.74)

Dengan demikian, diperoleh

ds2 = −
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
(dt′2 − dx′2). (C.75)

Pada kasusQ2 < m2, didefinisikan koordinat baru

V ± = ±exp (k±v) , W± = −exp (−k±w) , (C.76)

dengan

k± =
r± − r∓

2r±
2 . (C.77)

sehingga

dV ± = ±k±exp (k±v) dv, dW± = k±exp (−k±w) dw, (C.78)
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maka

dV ±dW± = ±k±exp (k±v) dv(k±exp (−k±w) dw)

dV ±dW± = ±k2
±exp (k±v) exp (−k±w) dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp (k±v − k±w) dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp (k±(v − w)) dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp (k±(v − (2t− v))) dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp (k±(2v − 2t)) dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp

(
k±(2t+ 2r − 2t)

)
dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp

(
2k±(t+

1

2k+
ln(r − r+)− 1

2k−
ln(r − r−) + r − t)

)
dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp

(
2k±(

1

2k+
ln(r − r+)− 1

2k−
ln(r − r−) + r)

)
dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp

(
2k±(

1

2k+
ln(r − r+)− 1

2k−
ln(r − r−) + r)

)
dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp

(
(ln(r − r+)

2k±
2k+ − ln(r − r−)

2k±
2k− + 2k±r)

)
dvdw

dV ±dW± = ±k2
±exp (2k±r) (r − r+)

2k±
2k+ (r − r−)

− 2k±
2k− dvdw

dvdw =
dV ±dW±

±k2
±(r − r+)

2k±
2k+ (r − r−)

− 2k±
2k− exp (2k±r)

−
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw = −

(
1 + Q2

r2
− 2m

r

)
dV ±dW±

±k2
±(r − r+)

2k±
2k+ (r − r−)

− 2k±
2k− exp (2k±r)

−
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw = −

(
(r−r+)(r−r−)

r2

)
exp (−2k±r) dV

±dW±

±k2
±(r − r+)

2k±
2k+ (r − r−)

− 2k±
2k−

(C.79)
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dengan begitu

−
(

1 +
Q2

r2
− 2m

r

)
dvdw =− e(−2k±r)

±k2
±r

2
(r − r+)

1− 2k±
2k+ (r − r−)

1+
2k±
2k−

dV ±dW±

(C.80)

sehingga Persamaan (C.70) menjadi

ds2 =− e(−2k±r)

±k2
±r

2
(r − r+)

1− 2k±
2k+ (r − r−)

1+
2k±
2k− dV ±dW±

+ r2dΩ2,

(C.81)
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dengan r didefinisikan secara implisit dalam

V ±W± =± exp (k±v) (−exp (−k±w))

V ±W± =∓ exp (k±v − k±w)

V ±W± =∓ exp (k±(v − w))

V ±W± =∓ exp (k±(v − w))

V ±W± =∓ exp
(
k±(t+ r − (2t− v))

)
V ±W± =∓ exp

(
k±(t+ r − (2t− (t+ r)))

)
V ±W± =∓ exp

(
k±(t+ r − 2t+ t+ r))

)
V ±W± =∓ exp

(
k±(2r − 2t+ 2t))

)
V ±W± =∓ exp

(
2k±(r − t+ t))

)
V ±W± =∓ exp

(
2k±(r − t+ t+

r2
+

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
−

r+ − r−
ln(r − r−))

)
V ±W± =∓ exp

(
2k±(r +

r2
+

r+ − r−
ln(r − r+)−

r2
−

r+ − r−
ln(r − r−))

)
V ±W± =∓ exp

(
2k±(r +

1

2k+
ln(r − r+)− 1

2k−
ln(r − r−))

)
V ±W± =∓ exp (2k±(r)) exp

(
2k±(

1

2k+
ln(r − r+))

)
exp

(
2k±(− 1

2k−
ln(r − r−))

)
V ±W± =∓ exp (2k±r) exp

(
ln(r − r+)

k±
k+ )

)
exp

(
(ln(r − r−)

− k±
k− )

)
V ±W± =∓ exp (2k±r) (r − r+)

k±
k+ (r − r−)

− k±
k−

(C.82)

T± =
1

2
(V ± +W±)

R± =
1

2
(V ± −W±).

(C.83)
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dengan begitu

dT± =
1

2
(dV ± + dW±)

dR± =
1

2
(dV ± − dW±).

(C.84)

maka diperoleh

dT 2
± =

1

4
((dV ±)2 + (dW±)2 + 2dV ±dW±)

dR2
± =

1

4
((dV ±)2 + (dW±)2 − 2dV ±dW±).

(C.85)

sehingga

dT 2
± − dR2

± =
1

4
((dV ±)2 + (dW±)2 + 2dV ±dW±

− ((dV ±)2 + (dW±)2 − 2dV ±dW±))

dT 2
± − dR2

± =
1

4
(4dV ±dW±)

dT 2
± − dR2

± =dV ±dW± (C.86)

dengan mensubstitusi hasil di atas ke Persamaan (C.81) meng-
hasilkan,

ds2 =− e(−2k±r)

±k2
±r

2
(r − r+)

1− 2k±
2k+ (r − r−)

1+
2k±
2k− (dT 2

± − dR2
±)

+ r2dΩ2, (C.87)

kemudian dengan mengambil,

T 2
± =

1

4
(V ± +W±)2

R2
± =

1

4
(V ± −W±)2.

(C.88)
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sehingga diperoleh

T 2
± −R2

± =
1

4
(V ± +W±)2 − 1

4
(V ± −W±)2

T 2
± −R2

± =
1

4
((V ±)2 + (W±)2 + 2V ±W± − ((V ±)2 + (W±)2 − 2V ±W±))

T 2
± −R2

± =
1

4
(4V ±W±)

T 2
± −R2

± =V ±W±

T 2
± −R2

± =∓ exp (2k±r) (r − r+)
k±
k+ (r − r−)

− k±
k−

(C.89)

yang merupakan persamaan hiperbolik dari T± dan R±.
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