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RINGKASAN 

 Penyakit demam berdarah merupakan penyakit yang terjadi pada manusia 

yang penularannya melalui vektor (perantara) nyamuk dan penyakit endemik dengan 

angka kematian yang tinggi di daerah Surabaya. Penyakit  demam berdarah menunjukkan 

peningkatan dalam jumlah kasus dan luas daerah yang berjangkit. Dikarenakan informasi 

mengenai penyebaran penyakit demam berdarah yang kurang maka perlu dilakukan 

kegiatan surveilans penyakit demam berdarah. Metode yang digunakan pada Tugas Akhir 

dengan  mengkonstruksi kombinasi dari dua model non linear populasi individu yaitu 

kelompok susceptible, infected, exposed, dan recovered dan populasi vektor yaitu aquatic 

phase, susceptible dan infected serta menganalisis kestabilan dan bifurkasi dari model. 

Dalam Tugas Akhir ini membahas tentang kestabilan dari titik-titik kesetimbangan, yang 

digunakan untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit. Selanjutnya membahas 

analisis bifurkasi pada model penyakit demam berdarah dengan menentukan basic 

reproduction number (ℛ0) yang akan disimulasikan dengan pemrograman matematika. 

Sehingga akan didapatkan informasi tentang hasil ℛ0, dan rate transmission terhadap 

kestabilan dan bifurkasi serta peta penyebaran penyakit demam berdarah di Surabaya 

berdasarkan data yang diperoleh.  

Kata kunci: Model Epidemiologi SEIR, Bilangan Reproduksi Dasar,    

 Bifurkasi, Metode Runge-Kutta 
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1.Bagaimana memodelkan epidemiologi demam berdarah? 

2. Bagaimana menentukan kestabilan dari setiap titik 
kesetimbangan endemik, titik kesetimbangan bebas penyakit 

dan bilangan reproduksi (Rₒ) untuk model demam berdarah?  

3. Bagaimana menganalisis bifurkasi pada model penyakit 
demam berdarah di Surabaya? 

4. Bagaimana hasil simulasi model epidemiologi berdasarkan 
analisis yang diperoleh? 
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Kelompok manusia 

• S adalah individu yang rentan penyakit (Susceptible) 

• E adalah individu terjangkit dan dapat menularkan penyakit tetapi belum 
menunjukkan gejala awal (Exposed) 

• I adalah individu terinfeksi (Infected) 

• R adalah individu telah memperoleh kekebalan (Recovered). 

Kelompok nyamuk 

• A adalah fase akuatik meliputi telur, larva dan tahap pupa (Aquatic Phase) 

• S adalah nyamuk yang rentan penyakit (Susceptible) 

• I adalah nyamuk yang terinfeksi penyakit (Infected) 

Permasalahan yang dibahas pada usulan Tugas Akhir ini akan 

dibatasi pada model epidemiologi demam berdarah tipe SEIR 



1. 
• Membuat model epidemiologi demam berdarah 

2 

• Menentukan kestabilan dari setiap titik kesetimbangan endemik dan 
titik kesetimbangan bebas penyakit serta bilangan reproduksi (Rₒ) 
untuk model epidemiologi demam berdarah. 

3. 
• Menganalisis bifurkasi pada penyakit demam berdarah di Surabaya. 

4. 

• Mensimulasikan model epidemiologi berdasarkan analisis yang 
dilakukan. 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 
Masalah 

1.2 Rumusan 
Masalah 

1.3 Batasan 
Masalah 1.4 Tujuan 1.5 Manfaat 



1. 

• Membantu menganalisis bifurkasi mundur dari model 
epidemiologi penyebaran demam berdarah.  

2. 

• Membantu menentukan daerah yang menjadi titik rawan 
terjangkitnya penyakit demam berdarah. 

3. 

• Memperoleh pengetahuan dalam menginterpretasikan hasil 
analisis dan simulasi pada model penyakit demam berdarah 
dengan menggunakan pemrograman matematika. 

PENDAHULUAN 

1.1 Latar Belakang 
Masalah 

1.2 Rumusan 
Masalah 

1.3 Batasan 
Masalah 

1.4 Tujuan 1.5 Manfaat 
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“Sensitivity Analysis in a Dengue 

Epidemiological Model”.  (2013) 

Dalam penelitian ini, menganalisis 

sensitifitas model epidemiologi 

bertipe SIR yang menggambarkan 

penyebaran penyakit diantara 

individu sehat yang rentan 

penyakit (Susceptible), individu 

penginfeksi penyakit demam 

berdarah (Infected), individu yang 

sembuh dari penyakit demam 

berdarah  

“SEIR Model for Transmission of 
Dengue Fever in Selangor Malaysia”. 
(2012) 
Dalam penelitian ini, menganalisis 
model SEIR penyebaran demam 
berdarah di daerah Selangor Malaysia, 
dengan SEIR menggambarkan individu 
yang rentan penyakit demam berdarah 
(Susceptible), individu yang terjangkit 
dan dapat menularkan penyakit tetapi 
tidak menunjukkan gejala awal 
(Exposed), individu penginfeksi penyakit 
demam berdarah (Infected), individu 
yang sembuh dari penyakit demam 
berdarah (Recovered) 
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Pada Tugas Akhir ini akan membahas model epidemiologi SEIR demam 

berdarah, dengan mengkonstruksi dari model penelitian Noorani M. S. M 

[4] dan model penelitian Helena Sofia Rodrigues [5] yang 

menggambarkan SEIR dengan individu yang rentan penyakit demam 

berdarah (Susceptible), individu yang terjangkit dan dapat menularkan 

penyakit tetapi tidak menunjukkan gejala awal (Exposed), individu yang 

terinfeksi penyakit demam berdarah (Infected), individu yang telah 

sembuh dari penyakit demam berdarah (Recovered). Sedangkan 

kelompok nyamuk dinyatakan dengan nyamuk pada tahap aquatik 

(Aquatic phase), nyamuk yang rentan (Susceptible) dan nyamuk penginfeksi 

demam berdarah (Infected). 
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Penyakit Demam Berdarah 

Demam Berdarah Dengue (DBD) merupakan suatu 

penyakit endemik yang disebabkan oleh virus yang 

ditransmisikan oleh Aedes aegypti dan Aedes albopictus.  
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Bilangan Reproduksi Dasar 

• Bilangan reproduksi dasar (Basic Reproduction Number) atau 

biasa disebut  Rₒ adalah suatu parameter yang digunakan 

untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit 

• Bilangan reproduksi dasar adalah bilangan yang menunjukkan 

jumlah individu rentan yang dapat menderita penyakit 

disebabkan oleh satu individu infeksi 

• Bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dengan 

menentukan nilai eigen (nilai karakteristik) dari matriks 

Jacobian yang dihitung pada titik kesetimbangan bebas 

penyakit 
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Kestabilan Titik Tetap 

Misal suatu sistem bila variabelnya memiliki pangkat tertinggi satu atau 

berderajat satu. Persamaan berikut ini merupakan sistem: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

dengan 𝑎𝑖𝑗 adalah konstanta riil, untuk 𝑖,𝑗=1,..,6 
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𝑑𝑥1

𝑑𝑡
= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 + 𝑎13𝑥3 + 𝑎14𝑥4 + 𝑎15𝑥5 + 𝑎16𝑥6

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 + 𝑎23𝑥3 + 𝑎24𝑥4 + 𝑎25𝑥5 + 𝑎26𝑥6

𝑑𝑥3

𝑑𝑡
= 𝑎31𝑥1 + 𝑎32𝑥2 + 𝑎33𝑥3 + 𝑎34𝑥4 + 𝑎35𝑥5 + 𝑎36𝑥6

𝑑𝑥4

𝑑𝑡
= 𝑎41𝑥1 + 𝑎42𝑥2 + 𝑎43𝑥3 + 𝑎44𝑥4 + 𝑎45𝑥5 + 𝑎46𝑥6

𝑑𝑥5

𝑑𝑡
= 𝑎51𝑥1 + 𝑎52𝑥2 + 𝑎53𝑥3 + 𝑎54𝑥4 + 𝑎55𝑥5 + 𝑎56𝑥6

𝑑𝑥6

𝑑𝑡
= 𝑎61𝑥1 + 𝑎62𝑥2 + 𝑎63𝑥3 + 𝑎64𝑥4 + 𝑎65𝑥5 + 𝑎66𝑥6

     (1) 



𝑑𝑥1

𝑑𝑡
𝑑𝑥2

𝑑𝑡
𝑑𝑥3

𝑑𝑡
𝑑𝑥4

𝑑𝑡
𝑑𝑥5

𝑑𝑡
𝑑𝑥6

𝑑𝑡

=

𝑎11

𝑎21
𝑎31

𝑎41
𝑎51

𝑎61
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𝑎63
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𝑎64

     

𝑎51
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𝑎55

𝑎65

     

𝑎16

𝑎26
𝑎36

𝑎46
𝑎56

𝑎66

𝑥1

𝑥2
𝑥3

𝑥4
𝑥5
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atau secara ringkas dapat dituliskan sebagai  
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴𝑥 

Misalkan 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4, 𝜆5, dan 𝜆6 adalah nilai eigen matriks koefisien 𝐴 sistem 

dengan det(𝐴)≠0. Titik kesetimbangan 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, dan 𝑥6 bersifat[8]   

a. stabil asimtotik, jika bagian riil semua nilai eigen matriks 𝐴 negatif,  

b. stabil center, jika semua nilai eigen memiliki bagian riil bernilai nol,  

c. tidak stabil, jika sedikitnya satu nilai eigen memiliki bagian riil positif  



TINJAUAN PUSTAKA 

2.1 Penelitian 
Terdahulu 

2.2 
Penyakit 
Demam 
Berdarah 

2.3 Bilangan 
Reproduksi 
Dasar (R0) 

2.4 
Kestabilan 
titik tetap 

2.5 Stabil 
Asimtotik 

Lokal 

2.6 Routh-
Hurwitz 

2.7 Metode 
Runge Kutta 

2.8 
Bifurkasi 

Kestabilan asimtotis lokal pada titik keseimbangan ditentukan oleh 

tanda pada bagian real dari akar-akar karakteristik sistem. 

 

Teorema : 

Titik setimbang (𝑥0, 𝑦0) stabil asimtotis jika dan hanya jika nilai 

karakteristik dari 

𝑀𝑎𝑡𝑟𝑖𝑘𝑠 𝐽 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑓

𝜕𝑦
(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)

𝜕𝑔

𝜕𝑥
(𝑥0, 𝑦0)

 

mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak stabil jika 

sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai tanda positif pada 

bagian realnya. 
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Nilai eigen matriks Jacobi dapat diperoleh dengan menyelesaikan 

persamaan karakteristik yang dapat juga ditulis sebagai  

𝜆𝑛 + 𝑎1𝜆𝑛;1 + 𝑎2𝜆𝑛;2 + ⋯ + 𝑎𝑛 = 0                           (2) 

Teorema 2.1 Kriteria Routh-Hurwitz  

Akar-akar persamaan karakteristik (2) mempunyai bagian riil negatif jika 

𝑎𝑛 > 0 dan 

𝐷1 = 𝑎1 > 0; 𝐷2 =
𝑎1 𝑎3

1 𝑎2
; 𝐷3 =

𝑎1 𝑎3 𝑎5

1 𝑎2 𝑎4

0 𝑎1 𝑎3

> 0; … ; 𝐷𝑘 

=

𝑎1

𝑎3

⋮
0

     

1
𝑎2

⋮
0

     

0
𝑎1

⋮
0

     

…
…
⋱
…

     

.

.
⋮

𝑎𝑛

> 0, 𝑘 = 1,2, … , 𝑛 
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Pada metode ini nilai 𝑘 sebelumnya digunakan. Perhitungan 𝑥 

dan 𝑦 bergantian. 

𝑥𝑛:1 = 𝑥𝑛 +
1

6
(𝑘1,𝑥 + 2𝑘2,𝑥 + 2𝑘3,𝑥 + 𝑘4,𝑥) 

 

𝑦𝑛:1 = 𝑦𝑛 +
1

6
(𝑘1,𝑦 + 2𝑘2,𝑦 + 2𝑘3,𝑦 + 𝑘4,𝑦) 

Dengan 

𝑘1,𝑥 = 𝑕𝑓 𝑡0, 𝑥0   

𝑘2,𝑥 = 𝑕𝑓 𝑡0 +
ℎ

2
, 𝑥0 +

𝑘1,𝑥

2
  

𝑘3,𝑥 = 𝑕𝑓(𝑡0 +
ℎ

2
, 𝑥0 +

𝑘2,𝑥

2
)  

𝑘4,𝑥 = 𝑕𝑓 𝑡0 + 𝑕, 𝑥0 + 𝑘3,𝑥   
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𝜇𝑚 

  

𝐵𝛽𝑚 

  

𝑆𝑚 

𝜑 

𝜑

𝑘
+ 𝜂𝑚 

  

𝜇𝑚 

  
𝐴𝑚 

𝜇𝑚 

  

𝐼𝑚 

𝑆ℎ 

𝜇ℎ
∗  

𝐵𝛽ℎ + 𝑝 

  

𝜇ℎ 

  

𝜇ℎ 

  

𝜇ℎ 

  

𝜇ℎ 

  

𝛾ℎ 

  

𝜂ℎ 

  

𝐸ℎ 

𝐼ℎ 

𝑅ℎ 

Parameter yang mengakibatkan laju perubahan 

subpopulasi berkurang 

Parameter yang mengakibatkan laju perubahan 

subpopulasi bertambah 

Interaksi antara manusia dengan nyamuk 
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𝑑𝑆ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜇ℎ

∗ 𝑁ℎ − 𝐵𝛽ℎ
𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 − 𝑝𝑆ℎ − 𝜇ℎ𝑆ℎ                           4.1 MODEL  

𝑑𝐸ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽ℎ

𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 + 𝑝𝑆ℎ − (𝜇ℎ +𝛾ℎ)𝐸ℎ                             (4.2)  

𝑑𝐼ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾ℎ𝐸ℎ − 𝜂ℎ + 𝜇ℎ 𝐼ℎ                                                   (4.3)    

𝑑𝑅ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜂ℎ𝐼ℎ − 𝜇ℎ𝑅ℎ                                                                 (4.4)  

𝑑𝐴𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜑 1 −

𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ
𝑆𝑚 + 𝐼𝑚 − 𝜂𝑚 + 𝜇𝑚 𝐴𝑚            (4.5)  

𝑑𝑆𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜂𝑚𝐴𝑚 − 𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚 𝑆𝑚                                   (4.6)  

𝑑𝐼𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝐼𝑚                                                    (4.7)  

dengan kondisi batas 

𝑆ℎ 0 = 𝑆ℎ0 , 𝐸ℎ 0 = 𝐸ℎ0 , 𝐼ℎ 0 = 𝐼ℎ0 , 𝑅ℎ 0 = 𝑅ℎ0 , 𝐴𝑚 0 =
𝐴𝑚0  , 𝑆𝑚 0 = 𝑆𝑚0 , 𝐼𝑚 0 = 𝐼𝑚0 

4.1 Mengkonstruksi Model 
dan Daerah 

Penyelesaiannya 

4.2 Titik 
kesetimbangan 
dan Kestabilan 
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𝑑𝑆ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜇ℎ

∗ 𝑁ℎ − 𝐵𝛽ℎ
𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 − 𝑝𝑆ℎ − 𝜇ℎ𝑆ℎ                              (4.8) MODEL 

𝑑𝐸ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽ℎ

𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 + 𝑝𝑆ℎ − (𝜇ℎ +𝛾ℎ)𝐸ℎ                                (4.9)  

𝑑𝐼ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝛾ℎ𝐸ℎ − 𝜂ℎ + 𝜇ℎ 𝐼ℎ                                                     (4.10)  

𝑑𝐴𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜑 1 −

𝐴𝑚

𝑘𝑁ℎ
𝑆𝑚 + 𝐼𝑚 − 𝜂𝑚 + 𝜇𝑚 𝐴𝑚              (4.11)  

𝑑𝑆𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝜂𝑚𝐴𝑚 − 𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚 𝑆𝑚                                     (4.12)  

𝑑𝐼𝑚(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝐼𝑚                                                       (4.13)  

dengan kondisi batas, 

𝑆ℎ 0 = 𝑆ℎ0 , 𝐸ℎ 0 = 𝐸ℎ0 , 𝐼ℎ 0 = 𝐼ℎ0 , 𝐴𝑚 0 = 𝐴𝑚0  ,  

 𝑆𝑚 0 = 𝑆𝑚0 , 𝐼𝑚 0 = 𝐼𝑚0                                                    (4.14)  
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DAERAH PENYELESAIAN MODEL 

o Daerah untuk sistem persamaan  (4.8) sampai (4.13) adalah 

Ω =
𝐴𝑚, 𝑆𝑚, 𝐼𝑚 ∈ 𝑅:

3 ∶

 𝐴𝑚 ≤ 𝑘𝑁ℎ ,  𝑆𝑚 +𝐼𝑚 ≤
𝜂𝑚𝐴𝑚

𝜇𝑚

  

dikarenakan kondisi awal pada persamaan (4.14) bernilai positif 

dan pada 𝑅:
3 , maka merupakan invarian positif. 

o
𝑑𝑁ℎ

𝑑𝑡
≤ 0,

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑡
≤ 0 ,

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
+

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
≤ 0 memenuhi Ω  yang invarian 

positif dan t→ ∞ sehingga dapat ditulis 0 ≤ (𝑁ℎ, 𝐴𝑚, 𝑆𝑚 + 𝐼𝑚) ≤

( 𝜇ℎ
∗ − 𝜇ℎ 𝑁ℎ , 𝑘𝑁ℎ ,

𝜂𝑚𝐴𝑚

𝜇𝑚
) 
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Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 

 

 

𝐸0 = (𝑆ℎ
0, 𝐸ℎ

0, 𝐼ℎ
0, 𝑅ℎ

0, 𝐴𝑚
0 , 𝑆𝑚

0 , 𝐼𝑚
0 )  

𝐸0 =
𝜇ℎ

∗ 𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ
, 𝑝

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ (𝜇ℎ:𝛾ℎ)
, 0,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜑𝜂𝑚
,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜇𝑚𝜑
, 0   
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Titik Kesetimbangan Endemik 

 

𝐸0
∗ = 𝑆ℎ

∗ , 𝐸ℎ
∗ , 𝐼ℎ

∗ , 𝐴𝑚
∗ , 𝑆𝑚

∗ , 𝐼𝑚
∗  dengan 

𝑆ℎ
∗ =

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

2

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐸ℎ
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ

𝜇ℎ:𝛾ℎ

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐼ℎ
∗ =

𝛾ℎ

𝜂ℎ:𝜇ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ

𝜇ℎ:𝛾ℎ

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐴𝑚
∗ =

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ 𝜇ℎ𝐵𝛽𝑚𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ :𝜇𝑚 𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇ℎ:𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜂𝑚𝜇ℎ
∗ 𝛾ℎ𝐵𝛽𝑚 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ
  

𝑆𝑚
∗ =

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ 𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇ℎ:𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜇ℎ
∗ 𝛾ℎ𝐵𝛽𝑚 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ
  

𝑓 𝐼𝑚
∗ = 𝐴𝐼𝑚

∗4 + 𝐵𝐼𝑚
∗3 + 𝐶𝐼𝑚

∗2 + 𝐷𝐼𝑚
∗ = 0  
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Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit : 

𝐸0 = 𝑆ℎ
0, 𝐸ℎ

0, 𝐼ℎ
0, 𝑅ℎ

0, 𝐴𝑚
0 , 𝑆𝑚

0 , 𝐼𝑚
0 =

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ
, 𝑝

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ (𝜇ℎ:𝛾ℎ)
, 0,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜑𝜂𝑚
,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜇𝑚𝜑
, 0   

Diperoleh akar-akar karakteristiknya sebagai berikut : 

𝜆6 + 𝑎1𝜆5 + 𝑎2𝜆4 + 𝑎3𝜆3 + 𝑎4𝜆2 + 𝑎5𝜆 + 𝑎6 = 0 

Titik kesetimbangan bebas penyakit dari model (4.8) – (4.13) dikatakan stabil jika akar 

– akar persamaan karakteristik dari suatu matriks mempunyai nilai eigen dengan 

bagian real negatif. Dengan rumus Routh – Hurwitz dapat dituliskan dalam tabel 

berikut ini  

 

 

 

 
 

𝑎0 𝑎2 𝑎4 𝑎6 𝑎8 = 0 𝑎10 = 0 

𝑎1 𝑎3 𝑎5 𝑎7 = 0 𝑎9 = 0 𝑎11 = 0 

𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4 0 0 

𝑐1 𝑐2 𝑐3 0 0 0 

𝑑1 𝑑2 0 0 0 0 

𝑒1 0 0 0 0 0 
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dengan  

𝑏1 =
𝑎1𝑎2;𝑎0𝑎3

𝑎1
, 𝑏2 =

𝑎1𝑎4;𝑎0𝑎5

𝑎1
, 𝑏3 =

𝑎1𝑎6;𝑎0𝑎7

𝑎1
= 𝑎6, 

𝑏4 =
𝑎1𝑎8;𝑎0𝑎9

𝑎1
= 0, 𝑐1 =

𝑏1𝑎3;𝑏2𝑎1

𝑏1
, 𝑐2 =

𝑏1𝑎5;𝑏3𝑎1

𝑏1
,  

𝑐3 =
𝑏1𝑎7;𝑏4𝑎1

𝑏1
= 0, 𝑑1 =

𝑐1𝑏2;𝑐2𝑏1

𝑐1
,  

𝑑2 =
𝑐1𝑏3;𝑐3𝑏1

𝑐1
= 𝑏3, dan 𝑒1 =

𝑑1𝑐2;𝑑2𝑐1

𝑑1
 

Dari tabel Routh-Hurwitz variabel- variabel pada kolom pertama harus memiliki 

nilai yang sama yaitu bertanda positif. Titik kesetimbangan bebas penyakit untuk 

model epidemiologi SEIR demam berdarah terbukti stabil asimtotik lokal jika 

memenuhi 𝑎1 > 0, 𝑎1𝑎2 > 𝑎0𝑎3, 𝑏1𝑎3 > 𝑏2𝑎1, 𝑐1𝑏2 > 𝑐2𝑏1, dan 𝑑1𝑐2 > 𝑑2𝑐1 
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Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Endemik 

Titik Kesetimbangan Endemik : 

𝐸0
∗ = 𝑆ℎ

∗ , 𝐸ℎ
∗ , 𝐼ℎ

∗ , 𝐴𝑚
∗ , 𝑆𝑚

∗ , 𝐼𝑚
∗   

diperoleh  akar-akar karateristiknya sebagai berikut 

𝜆6 + 𝑎1𝜆5 + 𝑎2𝜆4 + 𝑎3𝜆3 + 𝑎4𝜆2 + 𝑎5𝜆 + 𝑎6 = 0 

 

Titik kesetimbangan endemik dari model (4.8) – (4.13) dikatakan stabil jika akar – akar 

persamaan karakteristik dari suatu matriks mempunyai nilai eigen dengan bagian real negatif 

jika dan hanya jika 𝑎1 > 0, 𝑏1 > 0, 𝑐1 > 0, 𝑑1 > 0, dan 𝑒1 > 0. Dengan rumus Routh – Hurwitz 

dapat dituliskan dalam tabel berikut ini  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑎0 𝑎2 𝑎4 𝑎6 𝑎8 = 0 𝑎10 = 0 

𝑎1 𝑎3 𝑎5 𝑎7 = 0 𝑎9 = 0 𝑎11 = 0 

𝑏1 𝑏2 𝑏3 𝑏4 0 0 

𝑐1 𝑐2 𝑐3 0 0 0 

𝑑1 𝑑2 0 0 0 0 

𝑒1 0 0 0 0 0 
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dengan 

𝑏1 =
𝑎1𝑎2;𝑎0𝑎3

𝑎1
, 𝑏2 =

𝑎1𝑎4;𝑎0𝑎5

𝑎1
, 𝑏3 =

𝑎1𝑎6;𝑎0𝑎7

𝑎1
= 𝑎6, 

𝑏4 =
𝑎1𝑎8;𝑎0𝑎9

𝑎1
= 0, 𝑐1 =

𝑏1𝑎3;𝑏2𝑎1

𝑏1
, 𝑐2 =

𝑏1𝑎5;𝑏3𝑎1

𝑏1
,  

𝑐3 =
𝑏1𝑎7;𝑏4𝑎1

𝑏1
= 0, 𝑑1 =

𝑐1𝑏2;𝑐2𝑏1

𝑐1
,  

𝑑2 =
𝑐1𝑏3;𝑐3𝑏1

𝑐1
= 𝑏3, dan 𝑒1 =

𝑑1𝑐2;𝑑2𝑐1

𝑑1
  

Dari tabel Routh-Hurwitz dapat dilihat bahwa variabel- variabel pada 

kolom pertama memiliki nilai yang sama yaitu bertanda positif. Titik 

kesetimbangan endemik untuk model epidemiologi SEIR demam berdarah 

terbukti stabil asimtotik lokal jika memenuhi 𝑎1 > 0, 𝑎1𝑎2 > 𝑎0𝑎3, 
𝑏1𝑎3 > 𝑏2𝑎1, 𝑐1𝑏2 > 𝑐2𝑏1, dan 𝑑1𝑐2 > 𝑑2𝑐1 
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BILANGAN REPRODUKSI DASAR (R0) 

ℱ𝑖  dan 𝑉𝑖 = 𝑉𝑖
; − 𝑉𝑖

: 

ℱ =
0 0 𝐵𝛽ℎ

0 0 0
0 𝐵𝛽𝑚 0

  dan 𝑉 =

𝜇ℎ + 𝛾ℎ 0 0
−𝛾ℎ 𝜂ℎ + 𝜇ℎ 0

0 0 𝜇𝑚

 

Sehingga diperoleh Basic Reproduction Number sebagai berikut 

ℛ0 = 𝜌(𝐹𝑉;1) 

ℛ0 =
𝛾ℎ𝐵²𝛽𝑚𝛽ℎ

𝛾ℎ + 𝜇ℎ 𝜂ℎ + 𝜇ℎ 𝜇𝑚
 

Dengan 𝛽ℎ = 1 +
𝜇ℎ

𝛾ℎ

𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇𝑚

𝐵2𝛽𝑚
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ANALISIS BIFURKASI 

𝑓 𝐼𝑚
∗ = 𝐴𝐼𝑚

∗3 + 𝐵𝐼𝑚
∗2 + 𝐶𝐼𝑚

∗ + 𝐷 𝐼𝑚
∗ = 0   

Ketika salah satu nilai eigen sama dengan nol maka akan diselidiki 

bifurkasi yang terjadi. Dari hasil analisis diperoleh hasil bifurkasi yang 

ada. Dapat dilihat gambar berikut 
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Metode numerik yang digunakan adalah metode numerik Runge- Kutta orde 

empat. Berikut ini dapat dilihat tabel nilai awal parameter dan sub populasi. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

NO Parameter 
Nilai 

Parameter 

1 𝐵 0.8 

2 𝜑 0.1 

3 𝛾ℎ 0.1667 

4 𝜇ℎ 0.0000385 

5 𝜇𝑚 0.1 

6 𝛽ℎ 2.92356 

7 𝛽𝑚 0.375 

8 𝜂ℎ 7 

9 𝜂𝑚 0.08 

10 𝑝 0.09 

11 𝜅 3 

N

o 

Sub 

populasi 

ketika 

𝒕 = 𝟎 

Nilai 

awal 

(per 

jiwa) 

1 𝑆ℎ 70 

2 𝐸ℎ  25 

3 𝐼ℎ 5 

4 𝐴𝑚 300 

5 𝑆𝑚 600 

6 𝐼𝑚 0 

7 𝑁ℎ 100 
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Dari nilai awal parameter dan subpopulasi diperoleh grafik Kestabilan sub 

populasi manusia dan sub populasi nyamuk berikut ini. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Grafik Dinamika Sub populasi manusia     Grafik Dinamika Sub populasi nyamuk 
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KESIMPULAN 

Berdasarkan analisis dan pembahasan pada penulisan tugas akhir ini, maka dapat 

diambil kesimpulan sebagai berikut 

Dengan mempelajari fenomena yang ada dan diberikan beberapa definisi, diperoleh 

konstruksi model penyebaran demam berdarah sebagai berikut 
𝑑𝑆ℎ

𝑑𝑡
= 𝜇ℎ

∗ 𝑁ℎ − 𝐵𝛽ℎ
𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 − 𝑝𝑆ℎ − 𝜇ℎ𝑆ℎ  

𝑑𝐸ℎ

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽ℎ

𝑆ℎ

𝑁ℎ
𝐼𝑚 + 𝑝𝑆ℎ − 𝜇ℎ𝐸ℎ − 𝛾ℎ𝐸ℎ  

𝑑𝐼ℎ

𝑑𝑡
= 𝛾ℎ𝐸ℎ − (𝜂ℎ + 𝜇ℎ)𝐼ℎ  

𝑑𝐴𝑚

𝑑𝑡
= 𝜑 1 −

𝐴𝑚

𝑘𝑁𝑚
 (𝑆𝑚 + 𝐼𝑚) − (𝜂𝑚 + 𝜇𝑚)𝐴𝑚  

𝑑𝑆𝑚

𝑑𝑡
= 𝜂𝑚𝐴𝑚 − (𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
+ 𝜇𝑚)𝑆𝑚  

𝑑𝐼𝑚

𝑑𝑡
= 𝐵𝛽𝑚

𝐼ℎ

𝑁ℎ
𝑆𝑚 − 𝜇𝑚𝐼𝑚  

 

 



2. Model epidemiologi SEIR demam berdarah di Surabaya yang telah dikaji, 

telah didapatkan titik setimbang dan analisis kestabilan sebagai berikut : 

  

Titik kesetimbangan bebas penyakit 

𝐸0 = (𝑆ℎ
0, 𝐸ℎ

0, 𝐼ℎ
0, 𝑅ℎ

0, 𝐴𝑚
0 , 𝑆𝑚

0 , 𝐼𝑚
0 )  

𝐸0 =
𝜇ℎ𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ
, 𝑝

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝑝:𝜇ℎ (𝜇ℎ:𝛾ℎ)
, 0,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜑𝜂𝑚
,

𝑘𝑁ℎℳ

𝜇𝑚𝜑
, 0   

Titik kesetimbangan endemik 

 𝐸0
∗ = 𝑆ℎ

∗, 𝐸ℎ
∗ , 𝐼ℎ

∗ , 𝐴𝑚
∗ , 𝑆𝑚

∗ , 𝐼𝑚
∗     

dengan 

𝑆ℎ
∗ =

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

2

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐸ℎ
∗ =

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ

𝜇ℎ:𝛾ℎ

𝜇ℎ
∗ 𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐼ℎ
∗ =

𝛾ℎ

𝜂ℎ:𝜇ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ

𝜇ℎ:𝛾ℎ

𝜇ℎ𝑁ℎ

𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

  

𝐴𝑚
∗ =

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ 𝜇ℎ𝐵𝛽𝑚𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ :𝜇𝑚 𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇ℎ:𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚
∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜂𝑚𝜇ℎ
∗ 𝛾ℎ𝐵𝛽𝑚 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ
  

𝑆𝑚
∗ =

𝜇𝑚𝐼𝑚
∗ 𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇ℎ:𝛾ℎ 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ:𝜇ℎ𝑁ℎ

𝜇ℎ
∗ 𝛾ℎ𝐵𝛽𝑚 𝐵𝛽ℎ𝐼𝑚

∗ :𝑝𝑁ℎ
  

KESIMPULAN 



LANJUTAN KESIMPULAN 

Stabil asimtotik lokal terpenuhi jika ℛ0 > 1 

  

dengan bilangan reproduksi dasar ℛ0  yaitu : 

  

ℛ0 =
𝛾ℎ𝐵²𝛽𝑚𝛽ℎ

𝜇𝑚 𝛾ℎ + 𝜇ℎ 𝜂ℎ + 𝜇ℎ
 

dan rate transmission  

 𝛽ℎ ≥ 𝛽ℎ𝑚𝑖𝑛
= 1 +

𝜇ℎ

𝛾ℎ

𝜂ℎ:𝜇ℎ 𝜇𝑚

𝐵²𝛽𝑚
 

3.Perubahan jenis kurva bifurkasi  dipengaruhi oleh perubahan nilai ℛ0 yang mempengaruhi 

nilai A,B, C, dan D sehingga nilai titik puncaknya pun berubah. Bifurkasi maju terjadi pada saat 

titik puncak dari sistem persamaan 𝑓(𝐼𝑚) yaitu pada saat 𝐼𝑚 bernilai real positif.  

  

4.Simulasi model epidemiologi SEIR demam berdarah dengan menggunakan metode numerik 

Runge-Kutta menghasilkan grafik dari kesetimbangan jika nilai h = 0.01. Serta pengaruh dari 

input nilai awal pada populasi ,jika nilai awal pada populasi lebih sedikit maka waktu untuk 

menuju titik setimbang semakin cepat. 
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