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BAB 1
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dijelaskan  hal-hal yang
melatarbelakangi Tugas Akhir yang selanjutnya dituliskan
dalam sub perumusan masalah. Dalam bab ini juga
dicantumkan batasan masalah, tujuan, dan manfaat dari
Tugas Akhir. Sistematika penulisan Tugas Akhir diuraikan
pada bagian akhir bab.

1.1 Latar Belakang

Suatu penyakit dikatakan endemik ketika penyakit
tersebut menyebar pada suatu wilayah dalam kurun waktu
yang sangat lama. Penyakit endemik merupakan ancaman
yang besar bagi populasi suatu wilayah, sebab penyakit
endemik akan mengakibatkan kepunahan pada populasi di
dalamnya jika tidak dilakukan penanganan atau upaya yang
tepat guna memberantas penyakit tersebut. Salah satu
penyakit endemik tersebut adalah penyakit malaria.

Penyakit malaria adalah penyakit endemik yang
disebabkan oleh parasit Plasmodium dan ditularkan oleh
nyamuk Anopheles sp betina [1]. Dalam skala global, malaria
masih menempati peringkat pertama masalah kesehatan di
daerah tropis. Dampak dari penyakit malaria tidak hanya
pada masalah kesehatan semata, tetapi juga telah menjadi
masalah sosial ekonomi, seperti kerugian ekonomi, kemiskinan
dan keterbelakangan [2]. Terdapat sekitar 3,4 juta orang
beresiko pada malaria, dan di antaranya 1,2 juta orang
beresiko tinggi terjangkit malaria. Lebih dari satu kasus
malaria terjadi pada setiap 1000 host di daerah yang memiliki



resiko tinggi terjangkit penyakit malaria. Pada tahun 2012,
terdapat sekitar 207 juta kasus malaria yang mengakibatkan
627.000 orang meninggal, sebagian besar adalah anak anak
dari benua Afrika. Penelitian tentang upaya mengurangi
penyebaran penyakit malaria sudah banyak dilakukan oleh
para peneliti. Pada beberapa dekade terakhir, ketahanan
parasit Plasmodium terhadap obat anti-malaria telah muncul
di beberapa tempat. Maka dibutuhkan perencanaan dan
analisis yang menyeluruh untuk mengendali penyebaran
malaria resisten [1]. Di Indonesia sendiri malaria merupakan
masalah kesehatan masyarakat yang sangat penting. Tercatat
terdapat 6 juta kasus klinis dan 700 kematian setiap tahun
2].

Penyebaran penyakit endemik merupakan salah satu
permasalahan kehidupan yang dapat diselesaikan dengan
model matematika. Pengkajian model epidemik matematika
merupakan hal yang sangat penting untuk menganalisa
penyebaran penyakit dan cara mengendalinya, sehingga
dapat dilakukan penanganan atau upaya yang tepat guna
memberantas penyakit tersebut dengan tepat dan efektif. S.J.
Aneke dan J.C. Koella dkk telah melakukan penelitian tentang
penyebaran penyakit Malaria dengan mempertimbangkan
dua jenis malaria sensitif dan malaria resisten penuh [3,4].
H. Tasman dkk mengusulkan model dengan parasit malaria
resistensi sebagian. Penelitian model matematika dengan
kendali optimal dengan mempertimbangkan resistensi malaria
juga telah dilakukan [5]. Penelitian dengan model sederhana
untuk mengendali penyebaran malaria resisten juga telah
dilakukan oleh K.O. Okosun dkk, dimana model tersebut
fokus terhadap dampak dari penanganan atau upaya dengan
mengasumsikan parasit malaria resistensi penuh terhadap
obat anti-malaria [6]. Fatmawati dkk mengusulkan model
matematika penyebaran malaria dengan mempertimbangkan



pemberian pengobatan pada masyarakat dan insektisida
sebagai kendali [1].

Berdasarkan permasalahan tersebut, dalam Tugas
Akhir ini penulis akan melakukan kajian pada model
penyebaran penyakit malaria dengan mempertimbangkan
jenis malaria resisten dan malaria sensitif sebagai vektor
dan melakukan upaya untuk mengurangi penyebaran malaria
dengan menggunakan kendali optimal, dimana pemberian
pengobatan pada masyarakat dan insekstisida adalah dua
faktor kendali.

1.2 Rumusan Masalah

Pada Tugas Akhir ini akan dirumuskan model dinamik
penyebaran penyakit malaria dari kedua jenis malaria, baik
pada host maupun wvector. Model dibagi menjadi empat
kompartemen pada host dan empat kompartemen pada
vector yaitu Sy (Susceptible manusia) adalah populasi
manusia yang rentan, I (Sensitive-Infected manusia) adalah
populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria sensitif, I,
(Resistance-Infected manusia) adalah populasi manusia yang
terinfeksi oleh malaria resisten, Ry (Recovered manusia)
adalah populasi manusia yang telah sembuh, Ly (Larva
atau pupa) adalah populasi larva atau pupa, Sy (Susceptible
nyamuk) adalah populasi malaria yang rentan terhadap
parasit Plasmodium, Iy (Sensitive-Infected nyamuk) adalah
populasi malaria yang terinfeksi oleh parasit Plasmodium,
dan Iy, (Resistance-Infected nyamuk) adalah populasi
malaria resisten yang terinfeksi oleh parasit Plasmodium.
Permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini adalah:

1. Bagaimana menentukan kestabilan lokal dari titik
kesetimbangan bebas penyakit dan kestabilan lokal dari
titik kesetimbangan endemik, dan bilangan reporduksi



dasar?

2. Bagaimana bentuk kendali optimal pada model upaya
mengurangi penyebaran penyakit Malaria dengan
pengobatan dan insektisida?

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah yang digunakan dalam Tugas Akhir ini
adalah :

1. Model dinamik penyebaran penyakit Malaria pada
populasi manusia (host), malaria resisten dan malaria
sensitif (vector).

2. Variabel pengendali berupa upaya pengobatan kepada
masyarakat dan insektisida (fogging).

3. Penyelesaian kendali optimal dengan menggunakan
Prinsip Pontryagin Minimum.

4. Simulasi menggunakan software Matlab.

1.4 Tujuan
Tujuan dari penulisan tugas akhir ini adalah :

1. Medapatkan jenis kestabilan pada model upaya
mengurangi penyebaran penyakit malaria.

2. Mendapatkan bentuk kendali optimal dalam upaya
mengurangi penyebaran penyakit Malaria dengan
melakukan pengobatan dan penyemprotan insektisida

(fogging).

1.5 Manfaat

Manfaat yang didapat dari penelitian tugas akhir ini
adalah :



1. Membantu mempelajari dampak dari ditentukannya
kestabilan dari setiap titik kesetimbangan, bilangan
reproduksi dasar, dan kendali optimal menggunakan
Prinsip Pontryagin Minimum.

2. Diperoleh pengetahuan dalam mengintepretasikan
hasil analisis dan simulasi pada model penyebaran
penyakit Malaria pada suatu populasi dan menerapkan
teori kendali optimal menggunakan Prinsip Pontryagin
Minimum dalam upaya mengurangi penyebaran
penyakit Malaria secara optimal.

1.6 Sistematika Penulisan

Penulisan laporan Tugas Akhir ini disusun dalam lima
bab. Secara garis besar masing-masing bab membahas hal-
hal sebagai berikut :

1. BAB 1 PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan
Tugas Akhir yang meliputi latar belakang, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan
sistematika penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi tentang penelitian terdahulu dan teori
dasar yang mendukung dalam Tugas Akhir ini, antara
lain sistem kompartemen, kestabilan asimtotik lokal,
bilangan reproduksi dasar, teori kendali optimal, dan
prinsip Pontryagin minimum.

3. BAB III METODE PENELITIAN
Bab ini menjelaskan tahapan-tahapan dan metode yang
digunakan dalam pengerjaan Tugas Akhir.

4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Bab ini membahas tentang analisis kestabilan lokal



dan masalah kendali optimal pada model dinamik
upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria serta
penjelasan mengenai hasil simulasi yang diperoleh.

. BAB V PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
kajian Tugas Akhir serta saran untuk pengembangan
penelitian selanjutnya.



BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini diuraikan mengenai penelitian terdahulu
tentang model penyebaran penyakit malaria, dasar teori,
model sistem dinamik, dan teori kendali optimal.

2.1 Penelitian Terdahulu

Sebelum penelitian ini dibuat, telah ada beberapa
penelitian mengenai penyebaran penyakit malaria yang
selanjutnya akan digunakan sebagai studi literatur.

Pada penelitian yang telah dilakukan oleh S.J. Aneke,
beliau menjelaskan model matematika dari pengaruh obat
parasit malaria resisten dan populasi vector. Pada penelitian
tersebut S.J. Aneke menjelaskan tentang fenomena infeksi dari
malaria resisten pada daerah yang memiliki tingkat endemik
tinggi dengan menggunakan persamaan diferensial biasa yang
terbagi menjadi dua grup pada masing-masing vector dan
host. Pada grup pertama dimana wvector dan host tidak
memiliki kendala resisten. Dan pada grup yang kedua vector
dan host memiliki kendala resisten dan sensitif. Dan pada
hasil penelitian yang dilakukan S.J. Aneke terlihat bahwa
titik-titik kesetimbangannya menunjukkan stabil asimtotik
lokal [3].

Pada penelitian yang dilakukan oleh J.C. Koella dan
R. Antia, beliau membahas tentang model epidemiologi
untuk penyebaran anti malaria resisten. Pada penelitian
tersebut, beliau menjelaskan bahwa penyebaran ketahanan
akan obat pada malaria menyebabkan malaria semakin sulit
untuk dikendalikan. Model dinamik untuk penyebaran sifat
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ketahanan dan sensitif terhadap obat malaria dapat menjadi
bahan yang bermanfaat untuk membantu dalam memahami
faktor-faktor yang mempengaruhi penyebaran ketahanan akan
obat anti malaria. Dengan menggunakan model matematika
penularan malaria Macdonalds-Ross, sangat membantu dalam
menjelaskan proses dan parameter yag sangat berpengaruh
pada penyebaran ketahanan obat anti malaria [4].

Pada penelitian yang telah dilakukan oleh Hengki Tasman
dkk, beliau menjelaskan tentang model penyebaran ketahanan
sebagian pada obat anti malaria dimana model tersebut cocok
pada keadaan penyakit malaria di negara berkembang. Pada
penelitian tersebut, Tasman dkk juga mempertimbangkan
kendala malaria sensitif dan resisten. Terdapat dua bilangan
reproduksi dasar yang sesuai dengan kendala yang diberikan.
Jika bilangan repoduksi dasar sesuai dengan infeksi dari
kendala sensitif dan resisten tidak sama dan lebih besar
dari satu, maka terdapat dua kesetimbangan endemik tidak
dapat hidup berdampingan (non-coezistent). Sebaliknya, jika
terdapat dua bilangan reproduksi dasar yang sama dan lebih
besar dari satu, maka terdapat coexistent dari kendala sensitif
dan resisten pada populasi. Hal ini menjelaskan bahwa laju
penyembuhan dari host yang terinfeksi dan proporsi dari
pengobatan anti malaria memainkan peranan penting pada
penyebaran pengobatan anti malaria resisten [5].

Pada penelitian yang telah dilakukan oleh K.O. Okosun
dan O.D. Makinde, beliau menjelaskan tentang model dari
dampak obat pada penularan malaria resisten. Okosun dan
Makinde menemukan dan menganalisis model deterministik
untuk penularan penyakit malaria pada orang yang
terinfeksi. Pertama, Okosun dan Makinde mencari bilangan
repoduksi dasar dan mencari keberadaan dan kestabilan
dari kesetimbangan.  Selanjutnya, dengan menggunakan
teri kendali optimal, Okosun dan Makinde mendapatkan



kondisi untuk kendali optimal dari penyakit malaria dengan
menggunakan prinsip maksimum pontryagin. Dan pada
akhirnya, dilakukan simulasi numerik untuk menggambarkan
hasil analitik [6].

2.2 Dasar Teori

Dalam menentukan kestabilan suatu sistem dinamik,
ada beberapa hal yang dapat dijadikan informasi, di
antaranya sistem kompartemen dan bilangan reproduksi
dasar. Sistem kompartemen merupakan susunan Kkerja
atau proses yang menunjukkan aliran individu dari satu
kompartemen ke kompartemen lainnya seperti saat individu
tersebut rentan, terinfeksi, atau sembuh dari penyakit. Untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit diperlukan
suatu parameter tertentu. Parameter yang biasa digunakan
adalah Bilangan Reproduksi Dasar (Basic Reproduction
Numpber). Bilangan Reproduksi Dasar adalah bilangan yang
menyatakan banyaknya rata-rata individu infektif sekunder
akibat tertular individu infektif primer yang berlangsung di
dalam populasi susceptible.

Selanjutnya, untuk menentukan kestabilan asimtotik lokal
dari suatu sistem maka akan dibahas terlebih dahulu tentang
kestabilan titik tetap. Pandang persamaan diferensial berikut:

dzx

Tty (2.1)
) (2:2)

Sebuah titik (Z,y) merupakan titik kesetimbangan dari
Persamaan (2.1) dan (2.2) jika memenuhi f(Zo,y,) =
f(To,Yy) = 0 karena turunan suatu konstanta sama dengan
nol, maka sepasang fungsi konstan
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dan

y(t) = 7

adalah penyelesaian kesetimbangan dari Persamaan (2.1) dan
(2.2) untuk setiap t. Kestabilan asimtotik lokal merupakan
kestabilan dari sistem linear atau kestabilan dari linearisasi
sistem tak linear. Kestabilan asimtotik lokal pada titik
kesetimbangan ditentukan oleh tanda pada bagian real dari
akar-akar karaktersitik sistem. Namun, untuk menentukan
kestabilan asimtotik lokal dari sistem persamaan diferensial
non linear harus dilakukan linearisasi, dimana linearisasi
adalah proses hampiran persamaan diferensial non linier
dengan bentuk linier.

Tinjau kembali Persamaan (2.1) dan (2.2) dimana f dan
g non linear dan (zg,yo) adalah titik kesetimbangan dari
Persamaan (2.1) dan (2.2). Setelah itu akan dicari pendekatan
fungsi f dan g dengan menggunakan ekspansi deret Taylor
disekitar titik (zg,yo) sebagai berikut:

flx,y) = f(zo,y0) + (z — xo)gi(xoayo) + (z — ll?o)g‘;(xo,yo)

0 0
9(e9) = glao,y0) + (@ = 20) 50 (20, 40) + (2 = 20) 5 (20, o)

karena (xo, o) adalah titik kesetimbangan maka f(Zo,7,) =
f(Zo,Yy) = 0. Oleh karena itu, Persamaan (2.1) dan (2.2)
dapat didekati sebagai sistem linear

der 9 9
dr_ 8%(gco,yo)(m) + a}lj (0, 50) (Ay)
dy 0 9
L = 2 (o, o) (A) + ai (0, 50) (Ay)
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Sistem linear dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut:

Matriks J pada sistem linear tersebut adalah matriks Jacobian
pada suatu titik kesetimbangan (xg, o).

Selanjutnya akan dicari akar-akar karakteristik dari
matriks J berukuran n x n. Untuk mencari nilai karakteristik
matriks J berukuran nxn, maka diberikan persamaan sebagai
berikut:

(M —=J)x=0
mempunyai penyelesaian x tak nol jika dan hanya jika
N[ — J|z=0 (2.3)

Jika matriks didefinisikan dengan

ailp ai2
J =
az1 a2

=)

maka Persamaan (2.3) dapat ditulis

</\ —an a2 ) —0
aoy A — a2

dan
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Titik setimbang (7o, 7,) stabil
nilai karakteristik dari

of
oz
g
o

J =

asimtotik jika dan hanya jika

mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak
stabil jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai
tanda positif pada bagian realnya [7].

2.3 Model Sistem Dinamik
Model dinamik yang akan dibahas dalam Tugas Akhir ini
memakai asumsi sebagai berikut:

1. Model dinamik terdiri dari dua populasi yang berbeda,

yaitu populasi manusia sebagai

host dan malaria

sebagai vector. Model mendeskripsikan interaksi antar

populasi,

dimana populasi malaria yang terinfeksi

parasit Plasmodium akan menginfeksi populasi manusia.

2. Populasi malaria yang terinfeksi parasit Plasmodium
terbagi menjadi dua kelompok, antara lain malaria

sensitif yang terinfeksi
yang terinfeksi ([y,).

(Iys) dan malaria resistan

Sedangkan populasi manusia

yang terjangkit penyakit malaria terbagi menjadi dua
kelompok antara lain manusia yang terinfeksi malaria
sensitif (I/s) dan manusia yang terifeksi malaria resistan

(Lr).

3. Berikut merupakan definisi parameter-parameter yang
terdapat dalam model, yaitu:

1
(a) — menyatakan masa hidup dari populasi manusia

OH
host,



(b)
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« menyatakan angka kehilangan imunitas dari
populasi manusia yang telah sembuh dari penyakit
malaria (Rp),

A menyatakan angka perkembang biakan dari
populasi malaria (vector),

07, menyatakan angka kematian alami dari populasi
larva atau pupa malaria (Ly ),

e, menyatakan angka kematian populasi larva atau
pupa malaria (Ly) dari gangguan luar,

1 menyatakan angka pertumbuhan populasi larva
malaria (Ly ) menjadi nyamuk malaria dewasa yang
rentan terinfeksi oleh parasit Plasmodium (Sy ),

eymenyatakan angka kematian populasi malaria
(vector) dari insektisida,

0y menyatakan angka kematian alami dari populasi
malaria (vector),

s menyatakan angka penyembuhan populasi
manusia yang terinfeksi oleh malaria sensitif (/)
dengan upaya pengobatan dan p, menyatakan
angka penyembuhan populasi manusia yang
terinfeksi oleh malaria resisten (If,) dengan upaya
pengobatan,

Avs dan Ay, menyatakan angka infeksi parasit
Plasmodium pada populasi malaria yang rentan
terinfeksi parasit (Sy ),

Ags menyatakan angka infeksi populasi malaria
sensitif (Iys) kepada populasi manusia yang
rentan terinfeksi penyakit malaria (Sy) dan
A menyatakan angka infeksi populasi malaria
resisten ([y,) kepada populasi manusia yang rentan
terinfeksi penyakit malaria (Sg),
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1
(1) — menyatakan waktu penyembuhan dari populasi

Vs
manusia yang terinfeksi oleh malaria sesnsitif

1
(Igs) secara alami dan — menyatakan waktu

T
penyembuhan dari populasi manusia yang
terinfeksi oleh malaria resisten (Ip,) secara
alami,

(m) p; dan py menyatakan proporsi kesuksesan dari
upaya pengobatan.

Dari asumsi tersebut dapat digambarkan diagram
kompartemen dari model penyebaran penyakit malaria
sebagai berikut [1]:

Gambar 2.1 : Diagram kompartemen model penyebaran
penyakit Malaria pada populasi manusia
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Gambar 2.2 : Diagram kompartemen model penyebaran
penyakit Malaria pada populasi malaria

2.4 Teori Kendali Optimal

Pada prinsipnya, tujuan pengendalian optimal adalah
menentukan signal atau kendali yang akan diproses dalam
sistem dinamik dan memenuhi beberapa konstrain, dengan
tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan
(J) yang sesuai [8]. adapun formulasi masalah kendali optimal
terdiri dari:

1. Mendeskripsikan secara matematik artinya diperoleh
metode matematika dari proses terjadinya pengendalian
(secara umum dalam bentuk variable keadaan)

2. Menentukan fungsi objektif (performance indez)

3. Menentukan kondisi batas dan pada state dan atau
kontrol

Dalam permasalahan upaya mengurangi penyebaran
penyakit malaria, tujuan yang ingin dicapai adalah
berkurangnya tingkat penyebaran penyakit malaria pada
suatu populasi. Caranya adalah dengan mengendalikan
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upaya pengobatan kepada populasi manusia baik yang telah
terinfeksi maupun yang tidak terinfeksi dan melakukan fogging
atau penyemprotan insektisida sehingga tingkat penyebaran
penyakit malaria menjadi minimal.

Dalam kasus ini, diberikan persamaan state dan objective
function sebagai berikut [1]:

dSH i SH SH
dt =0 Ny — (1 U1p1))\HSN—HIVS (1 Ulpz))\HerHIw
—0ySHy + aRy
g, Sn
o7 =(1 U1p1)>\HsN7HIVs (Om + s + psur) I gs
Iy, Su
dt —(1 - U1p2))\HTN7HIVr - (5H + v + ,urul)IHT
dRy
W :(73 + ,usul)IHs + ('71" + Nrul)IHr - (5H + Oé)RH
dL
—dtv =A—(n+er+ 1)Ly (2.4)
dSV IHs IH’I’
BV Ly — (1 — ) 2o — (1 = ugpy) ST
v ( Ulpl)NH)\VsSV ( U1p2)NH/\vrSV
— (eyug + dy)Sy
dIVs IHS
=(1—-u — AysSy — (eyug + 0y ) Iy
7t ( 1p1)NHV v — (eyua + ov)Iy
dly, Iy
=(1—-u —A\vrSy — (eyug + 0y ) Iy,
7 ( 1p2)NHV v — (evug + 0v)Iy

dengan 0 <p; +p2 <ldan 0 <wu; <1,i=1,2.

ﬁ+%@w

(2.5)

C1

ty
I(x(t),ul,ug) :/ (IHS+IHT+IVS+IVT+ 9
0

dimana c¢; dan ¢y masing-masing menunjukkan konstanta
pembobotan.
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Dengan keadaan awal x(tg) = xp dan keadaan akhir
x(ty) = xy serta u(t) yang menyatakan pengendali keadaan
pada waktu ¢. Dalam hal ini, akan dicari pengendali optimal
u} dan u} yang memenuhi persamaan keadaan (state) dengan
syarat nilai I berikut ini:

I(x(t),u],uy) = mFin I(xz(t), uy,uz)

dimana I' = {(u},u3)[0 <u; <1,i=1,2}.

Selanjutnya masalah kendali optimal pada Tugas Akhir ini
akan diselesaikan menggunakan Prinsip Pontryagin Minimum.
Prinsip Pontryagin Minimum digunakan untuk memperoleh
kendali terbaik pada sistem dinamik dari state awal hingga
state akhir, yaitu dengan meminimumkan index performance
dimana kendali u(t) terbatas pada (u(t) € U). Prinsip ini
menyatakan secara informal bahwa persamaan Hamiltonian
akan diminimalkan di U yang merupakan himpunan dari
semua kendali. Hasilnya juga dapat dinamakan Prinsip
Pontryagin Maksimum yaitu dengan mengalikan (-1) pada
performance indez [8].

Dengan memperhatikan persamaan keadaan dan fungsi
tujuan yang telah diberikan pada Sistem (2.4) dan Persamaan
(2.5), langkah dalam menyelesaikan masalah kendali adalah
sebagai berikut [8]:

e Langkah 1
Bentuk fungsi Hamiltonian yang disimbolkan H, yaitu:

H = H(x(t),u(t),A),t)
= H(x(t),u(t),t) + X )f(x(t),u(t),t)

dengan tanda ’ menyatakan suatu transpose.
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e Langkah 2
Meminimumkan H terhadap u(t) dengan cara:
oH
ou(t)

sehingga diperoleh kondisi statsioner w,(t)

Langkah 3

Dengan menggunakan u,(t) yang telah dihasilkan pada
langkah 2, akan didapatkan fungsi Hamiltonian baru
yang optimal, H,, yaitu:

H(x*(t),u"(t),\"(t),t) < H(x"(t),u(t), A\*(¢),t)
Langkah 4

Selesaikan 2n persamaan, dengan n adalah jumlah
variabel keadaan:

OH*
S5 () =
T7(8) = -y
dan persamaan costate yaitu:
‘ oH*
A (t) =
(1) =—-

dengan kondisi batas diberikan oleh keadaan awal dan
keadaan akhir yang disebut transversality.
Kondisi batas secara umum yaitu:

. 08 95\ .. _

dengan S adalah bentuk Mayer dari fungsi objektif,
H adalah persamaan Hamiltonian, J menunjukkan
variasi dan tanda * menunjukkan keadaan saat variabel
pengendalinya stasioner.
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e Langkah 5
Substitusi hasil-hasil yang diperoleh pada langkah
4 kedalam persamaan u*(t) pada langkah 2 untuk
mendapatkan kendali optimal yang dicari.

Adapun sistem yang digunakan dalam Tugas Akhir
ini adalah waktu akhir ditentukan dan state pada waktu
akhir tidak ditentukan. Dalam sistem tersebut, karena t
ditentukan maka dt  bernilai nol karena x(t¢) tidak ditentukan
maka dxy bernilai sebarang, sehingga batas untuk sistem ini

adalah [8]:
((5).~) -0



BAB III
METODE PENELITIAN

Bab ini menguraikan metode yang akan digunakan dalam
penelitian secara rinci. Metodologi penelitian yang digunakan
berguna sebagai acuan sehingga penelitian ini dapat disusun
secara sistematis.

Tahapan-tahapan yang akan dilaksanakan dalam penelitian
ini adalah sebagai berikut:

1. Identifikasi Masalah dan Studi Literatur

Dalam tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan
dengan mencari referensi tentang upaya menguragi
penyebaran penyakit Malaria pada suatu populasi
serta teori kendali optimal dan analisis kestabilan
dan penyelesaiannya menggunakan Prinsip Pontryagin
Minimum. Pembelajaran lebih mendalam mengenai
hal tersebut diperoleh baik melalui buku-buku literatur,
jurnal, paper, maupun artikel dari internet.

2. Mencari Titik Kesetimbangan dan Bilangan Reproduksi

Dasar
Dari model dinamik yang diperoleh akan dicari titik
kesetimbangan bebas penyakit (I = 0) dan titik

kesetimbangan endemik (I # 0) yang selanjutnya dapat
ditentukan nilai eigen dari matriks Jacobian tersebut
sehingga dapat ditentukan bilangan reproduksi dasar

(Ro).

3. Menganalisis Kestabilan Lokal dari Setiap Titik
Kesetimbangan

21
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Pada tahap ini akan dicari kestabilan lokal titik
kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik dengan memasukkan mnilai kesetimbangan
kedalam matriks Jacobian, sehingga didapatkan nilai
akar-akar karakteristik dari matriks Jacobiannya untuk
mengetahui kestabilan asimtotik lokal pada titik-titik
tersebut.

. Menyelesaikan Permasalahan Kendali Optimal

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kendali optimal
yang telah diformulasikan pada tahapan sebelumnya.
Metode yang digunakan dalam penyelesaian masalah
tersebut adalah Prinsip Pontryagin Minimum. Langkah-
langkah yang harus dilakukan dalam tahap ini antara
lain:

(
(

a) Membentuk fungsi Hamiltonian

)

b) Menentukan persamaan state dan costate

(¢) Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi
)

(d) Menentukan pengendali optimal

. Melakukan Simulasi dengan Menggunakan Software

Matlab

Dalam tahap ini dicari solusi numeric dari permasalahan
kendali optimal dengan memanfaatkan persamaan state
dan costate, persamaan pengendali optimal serta
kondisi-kondisi yang harus terpenuhi menggunakan
software Matlab. Kemudian disimulasikan untuk
melihat performansi grafik yang dihasilkan.

. Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil simulasi
yang telah dilakukan pada tahap sebelumnya.
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7. Penarikan Kesimpulan
Tahap akhir dalam penelititan ini adalah penarikan
kesimpulan dari hasil analisis dan pembahasan yang
telah dilakukan mengenai kendali optimal dalam upaya
mengurangi penyebaran penyakit malaria.



BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini, akan dibahas tentang titik kesetimbangan
bebas penyakit, titik kesetimbangan endemik, kemudian
akan dicari kestabilan lokal dari setiap titik kesetimbangan
tersebut dan bilangan reproduksi dasar, kemudian akan
dilanjutkan dengan penentuan formulasi kendali optimal
dan penyelesaiannya dengan menggunakan Prinsip Minimum
Pontryagin. Setelah itu, pada akhir pembahasan diberikan
analisis hasil simulasi untuk menujukkan pengaruh kendali
optimal terhadap upaya mengurangi penyebaran penyakit
malaria.

4.1 Deskripsi Model dan Asumsi

Pada bagian ini dibahas model matematika dari
upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria. Model
medeskripsikan interaksi antara populasi malaria dan populasi
manusia. Karena pada populasi malaria terdapat dua jenis
malaria yang memiliki tingkat ketahanan terhadap parasit
yang berbeda dan pada populasi manusia terdapat dua jenis
populasi malaria yang terinfeksi jenis malaria yang berbeda,
maka model akan dibedakan menjadi dua, yaitu model pada
populasi manusia dan model pada populasi malaria. Adapun
asumsi-asumsi yang diberikan pada model-model tersebut
dijelaskan sebagai berikut:

1. Terdapat empat kelas pada populasi manusia, yaitu:
S ¢ Populasi manusia yang rentan terinfeksi penyakit
malaria.
I @ Populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria yang

25
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sensitif terinfeksi parasit plasmodium

I, : Populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria yang
resisten terinfeksi parasit plasmodium

Ry : Populasi manusia yang telah sembuh dari penyakit
malaria

. Terdapat empat kelas pada populasi malaria, yaitu:

Ly : Populasi larva atau pupa dari malaria yang akan
tumbuh menjadi malaria dewasa

Sy : Populasi malaria dewasa yang rentan terinfeksi
oleh parasit plasmodium

Iys : Populasi malaria sensitif yang terinfeksi oleh
parasit plasmodium

Iy, : Populasi malaria resisten yang terinfeksi oleh
parasit plasmodium

. Upaya untuk mengurangi penyebaran penyakit malaria

ditentukan oleh variabel pengendali, yaitu:

u1(t) : memberikan pengobatan kepada masyarakat baik
kepada populasi yang sudah terinfeksi malaria maupun
yang rentan terinfeksi penyakit malaria

us(t) : melakukan insektisida atau fogging.

Besarnya upaya-upaya tersebut dinyatakan sebagai fungsi

waktu karena nilainya dapat berubah-ubah pada waktu t.

4.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan

tidak terjadi penyebaran penyakit (dalam hal ini malaria)
dalam suatu populasi dan tidak adanya upaya atau variabel
kendali sehingga infected= 0 atau Igs = Ig, = Iys = Iy =0
dan u; = ug = 0.

Untuk memperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit
akan dinyatakan ruas kiri pada Sistem (2.4) bernilai nol
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kemudian mensubstitusikannya sehingga diperoleh titik
Iy = (SJOLI,I%S,I%T,R%,L?,,S‘O/,I‘(}S,[?M). Selanjutnya
akan dicari nilai RY,S%, LY, Sy dari Sistem (2.4)
dengan ruas kanan bernilai nol kemudian mensubtitusikan
I?Is = IIO{T = I\O/s = I\O/r = 0.

Menentukan nilai R%

dRyy
dt
(Vs + psur) s + (v + prur) e — (0 + @) Ry = 0
(73 + /-‘LSO)O + (77" + NTO)O - (5H + O5)}%H =0

— g+ a)Ryg =0

=0

sehingga didapat

RY =0 (4.1)
Menentukan nilai S?{
dSyH
2
dt
S S
SNy — (1 —uip)) g Ivs — (1 — wipe) ~2- Ay Iy,
Nu Ny
—0gSy+aRpg =0
S Ng — (1= 0p1)A S—HO—(I—O )A Sty
HNg D1)AHs Ni D2) At Ni
—0gSy+a0=0
OgNg = 6gSy

sehingga didapat

SY = Ny (4.2)
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Menentukan nilai L?/

dLy
= 9
dt

A—(m+eL+0r)Ly =0
(77+6L+(5L)LV:A

sehingga didapat

Y A

VT (e +or) (43)

Menentukan nilai Sg
dSy
=V 9

dt

Igs Iy,
nLy — (1 — u1p1) Avs —2 Sy — (1 — ugpa) Ay - Sy
Ny Ny

— (eyug + 0y)Sy =0

0 0
Ly — (1 —0p1)A\vs—Sy — (1 = 0po) Ay,—S
nLy — ( p1)vNHv( pz)vNHv
- (6\/0 + 5\/)5\/ =0
nLV—(SVSV:O

sehingga didapat

A
S0, — n 4.4
V' Sy (n+en+0r) (44)

Berdasarkan Persamaan (4.1),(4.2),(4.3), dan (4.4),

diketahui IHs = IH’!‘ = IVS = IVr = 0 dan
up = wup = 0 diperoleh titik kesetimbangan bebas
penyakit Ip = (S%, 1%, 1%, Ry, LY, SV IV 1)) =

A nA
(n+eL+d1) dv(n+er+dr)

(NH,o,o,o, ,0,0)
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4.3 Titik Kesetimbangan Endemik

Titik  kesetimbangan  endemik  digunakan  untuk
menunjukkan bahwa dalam populasi terjadi penyebaran
penyakit (dalam hal ini malaria). Karena terdapat dua
macam malaria yang menyebarkan penyakit tersebut
(malaria resisten dan malaria sensitif) maka akan dicari titik
kesetimbangan endemik dari masing-masing jenis malaria.

4.3.1 Titik Kesetimbangan Endemik Malaria
Resisten

Titik kesetimbangan endemik malaria resisten digunakan
untuk menunjukkan bahwa dalam populasi terjadi penyebaran
penyakit malaria yang hanya dibawa oleh malaria jenis
resisten sehingga Igs = Iys = 0 dan Iy, # 0,1y, # O.
Untuk memperoleh titik kesetimbangan endemik malaria
resisten akan dinyatakan ruas kiri pada Sistem (2.4) bernilai
nol sehingga Iys = Iy, = 0 dan Iy, # 0,1y, # 0. Untuk
memperoleh titik kesetimbangan endemik malaria resisten
akan dinyatakan ruas kiri pada Sistem (2.4) bernilai nol

. dSH Irs Iy, dRy dLy
h _— = —_— = —_— = _— = _— =
> dlggga , 0 i, e
0, dtV =0, d‘t/s =0, VT _ (). Kemudian mensubstitusikan

sehingga diperoleh I{ = (S%,0, I};,., Ry, Ly, Si/,0, 17,,.).

Pertama-tama akan dicari nilai Lj, sebagai berikut:

dLy

SV

dt
A—(n+eL+6r)Ly =0

(77+€L+5L)LV =A

sehingga didapat
A

Y= 4.5
Vo (i +er+01) (4:5)
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Selanjutnya akan dicari nilai RY;

dRy
dt
(vs + psur) I gs + (v + prur ) Igr — (05 + )Rg =0
(vs + 1150)0 + (v + p:0) [ — (0 + )R = 0
Yolmr — (0g + @)Rg =0

=0

sehingga didapat

o ’YTIHT
R, =2 4.6
Selanjutnya akan dicari nilai S§,
dSy
- = O
dt
L — (1 —wp)hvs 28y — (1 Py L g
_(1— s, (1—w L
nLty 1P1VNHV 1p2VNHV
- (evu2 +5V)SV =0
A 0 Iur
—— — (1 = 0p1)Avs—Sv — (1 — Op2) Av» S
e (1 —0p1) Ay N,V (1 —0p2)Av NV
— (ey0+dy)Sy =0
A IHr
— Ay Sy —0ySy =0
n(n+5L+5L) VNH 1% VoV
A IHT‘ )
— [ Ayp=— =0y | Sy =0
n(77+5L+5L) <VNH V)oY
sehingga didapat
AN
ST = EH (4.7)

()‘VTI;{r + 5VNH)(77 +e€r + 5L)
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Selanjutnya akan dicari nilai I7,,

dIVr
dt

Inr
(1- u1p2)>\eriSV — (eyug + 0v) Iy, =0
o

I
(1= 0p2)Avr ST = (ev0 +6y) Iy = 0
H

=0

IHT‘
)\fr‘ 6.[7-—0
VNHS vy

T — )‘V"”I;-Ir
Vr = NH5V

sehingga didapat

Sv

B vl g, mA (4.8)
" Sy (Aviedy, + 0y Ni)(n+ e +0L) '

Selanjutnya akan dicari nilai S%;

dSy
dt

S S
ouNg — (1 — Ulpl)Nii)\HsIVs —(1- u1p2)N712)\Hrfw

Iy
=0

—0gSy +aRy =0

T

S I
duNg — (1 — Ulpl)Nii)\HsIVs — (1 —wip2) Ay ]\‘f/}; Su

—5HSH+04R;[ =0

T

‘[Vr
NHSH

0
duNg — (1 — Opl))\HstsH — (1 = 0p2)Amr
H

—0gSy + aRy =

r

I
5HNH+01RTH — ()\Hr Vr (5]-1) Sy =0
Ny
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S
H Ao L3, + Niog)
’YTIHT
Ny | égN, _
L u (ou +aggtes )
A= A Ave Ly A
_ 4 Nydy
ov(Avielyy, +6vNu)(n+er +6r)
(5HNH(5H + a) + Oé’yTIHT>
Ny
((5[{ + a)
Sy =

<>\H7«>\Vr[§1r77/\ + Nyéuoy (Aviely, + 6y Nu)(n+er + 5L)>
Ov(Avedpy, +0vNy)(n+erL +6L)

sehingga didapat

(Avidf, + 6vNu)(n + e +65r)
(AarAvelfy, A 4+ Ngogdy (Avely, + 0y Ni)(n + e +01))
SvNu(dgNg(0g + o) + ave Ipy)

(5]{ + Od)

St =

(4.9)

Selanjutnya akan dicari nilai IF;,

IHT’
=0
dt
SH
(1 - upo)NiHAHTIVT - (5H + v+ IJ/TUI)IHT =0

S
(1 - OPQ)NiiAHTIVT - (5H + v+ /‘I’TO)IHT =0

(77A)\Vr >\Hr)
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(6aNH (60 + @) + oy Ip,)
AarAviedf, A + Ngdgoy (Avie Iy, + 6y Nu)(n+ e +6L))
(AarAvelnA + Ngdgdy (Avelfy, + 0y Ny )(n +en +61))
(6m +7)(6m + @) = MANV AH) (Oa Nu (00 + @) + aveIy,)

Misal:

A= (6g +)(6m +a)

B = Nydpoy(n+er +0r)

C =nAAv A gy

maka

A(ClIiy, + B(Avi Iy, + 0y Ni)) = C(6uNu(0n + o) + aylpy,)
(ACTy, + AB(Avrlpy, + 6vNi)) = C(6uNu (60 + @) + ayeIp,)

sehingga didapatkan

r (CéHNH((sH—f—Oé)—AB(SvNH)
Iy, = (4.10)
(AC + ABM\y, — Caryy)

Berdasarkan ~ Persamaan  (4.5)-(4.10), diketahui
Iys = Iys = 0 dan u; = ug = 0 diperoleh titik kesetimbangan
endemik resisten I7 = (S%,0, Iy, Ry, Ly, Si/,0, I7,,.).
dengan:

gr v Nu(Avrlyy, + 6y Nu)(n+ e +0r)

= AarAveli,mA + Ngdpoyv (Ave Iy, + 0y Nu)(n + e +61))
(g N (0n + o) + oy luy)

((5H—|—Oé)
Ir _(C(SHNH(éH + Oé) - AB5vNH)
Hr =" (AC + AB\y, — Cary,)

fYrIHr

RH:wH+®
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P
(n+eL+0r)
St — nANg
(Avelyy, + 0vNg)(n+er +dr)
o, - vl g, A
" ov(Avely, +0vNu)(n+er +0r)
dimana

A=0g+ ’yr)(éH + a)
B ZNH(SH(Sv(n +€r + 6L)
C =nA\v,Anr

4.3.2 Titik Kesetimbangan Endemik Malaria Sensitif

Titik kesetimbangan endemik malaria sensitif digunakan
untuk menunjukkan bahwa dalam populasi terjadi penyebaran
penyakit malaria yang hanya dibawa oleh malaria jenis sensitif
sehingga Iy, = Iy, = 0 dan Iy # 0,Iys # 0. Untuk
memperoleh titik kesetimbangan endemik malaria sensitif
akan dinyatakan ruas kiri pada persamaan (2.4) bernilai nol
sehingga Iys = Ig, = 0 dan Iy, # 0,1y, # 0. Untuk
memperoleh titik kesetimbangan endemik malaria resisten

akan dinyatakan ruas kiri pada Persamaan (2.4) bernilai nol
sehin adS—H— IHS—OIHT—O@—OCZL—V—
MES T T U ar T Uar T U at U dt

d drI dr
0, gtv =0, 2 = 0, VT _ ). Kemudian mensubstitusikan

sehingga diperoleh I{ = (S§, I}, 0, Ry, Li,, Sy, It/ 4, 0).
Pertama-tama akan dicari nilai Ly,

dLy
=Y _

dt
A—(77—|—€L—|—5L)Lv:0
(n+eL+0r)Ly =A
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sehingga didapat
A

Ly =—/— 4.11
Vo (i +er+01) (4.11)

Selanjutnya akan dicari nilai R7;
dRy
T
(’75 + Msul)IHs + (’77“ + ,Ufrul)IHr - (5H + O‘)RH =0
Yl grs — (5[{ + Oé)RH =0

sehingga didapat

VSIHS
Ry = ——7— 4.12
B (6 + ) (4.12)
Selanjutnya akan dicari nilai S5
dSy
a =V
s IHs IHr
nLy — (1 - u1p1)/\sz7H5V - (1= ulpz))\VrNH Sy
— (evug +0v)Sy =0
IHs 0
L, — (1 — Avs—Sy — (1 — Ay —
nLy — (1= 0p1)Avy NHSV (1 —0p2)Av NHSV
— (ey0+dy)Sy =0
A Iy,
— —Ays—-Sy — 0y Sy =0
Toter+or) “VNgT TV
A IHS
——— — [ Ays=— =y | Sy =0
n(T}+6L+5L) < VNH V) v
seehingga didapat
AN
S¢ EH (4.13)

V' OWel3, + 0y Ng)(n+ €L +01)
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Selanjutnya akan dicari nilai I§;,

dIVs
=0
dt
IHS S
(1- U1P2))\VSN75V — (eyug + 0v)Iys =0
H

Igs
(1 — Opg))\sziSV — (6\/0 + 5\/)[\/5 =0
H

Iy
MY = 0y Tys =0

Avslgy
T — s Qs
Vs NH6V SV

sehingga didapat

AvslfnA

I = 4.14
Ve ™ sy (Wvsliy, + 0y Nu)(n +er +0r) (4.14)
Selanjutnya akan dicari nilai S%;
dSy
dt 0
S S
SN — (1 — uip)) 2N grodys — (1 — urpa) 2 N gy Iy,
NH NH
— 5HSH + OéRH =0
Sy 0
duNg — (1 —0p1) —Amslvs — (1 — Op2) A\gyr —SH
NH NH

—0gSy+aRy =0
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S

I
ogNy +04qu — <)\HSVS — 5H> Sy =0
Ny

_ Nu(buNy + aR3,)

Sy =
" (Aer Ly, + Nuon)
f)/sIHs
N ogN —_—
o H<H H+“<5H+a>>
H — < )\HSAVTI?{snA + Nyé )
ov(\wsls, + 0y Nu)(n+ep +op) 01
<6HNH(5H + Oé) + a'YsIHs>
Ny
(0 + )
Sy =

<)\H5)\VSI}9{577A + NHéH(SV(AVSI[S{S + 5VNH)(77 + €5, + 5L)>
Sv(Avelf, +0vNu)(n+er +6r)

sehingga didapat

S5 = (Avslfs + 0y Nu)(n+er + L)
AasAvsl g A + Nudgdy (Avslyy, + 0vNg)(n+er +90r))
5VNH(5HNH(5H + Oé) -+ Oé’ySIHS)

(51{ + Oz)

(4.15)

selanjutnya akan dicari nilai I7;,

IHs
dt

=0
Su
(1- U1p1)N7H)\Hsfvs — (0m +vs + psur)Igs =0

S
(1= 0p1) N graTvs — (65 + s + 1150) Trzs = 0

Ny
Su
(6H JF')/S)IHS = NiH)\HsIVs
AgsAvsnA

((5]-[ -{—Oz)
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(0r + Nu(6u + &) + ayslj,)
(AasAvsl A + Nudgdy (Avelf, + 0vNy)(n +er +6L))
(AasAvslfsnA + Nududy (Avslirs + 0y Nu)(n+ €L +6L))
(0 +7s) (0 + a) = AusAvsnA)(0g + Nu (6 + o) + aysdj,)

Misal:

A= (0m +7s)(0n + )
B = Nydpoy(n+er +0r)
C = AgsAvsnA
maka
A(CIy, + B(Avsls + 0vNu)) = C(6n + Nu(6m + a) + avsly,)
5 - C(;HNH((SH + a) — ABoy Ny
Hs = "(AC + ABy, — Cans)

sehingga didapatkan

75— C(SHNH((SH + Ot) — AB(S\/NH
Hs ™ (AC + AB\y, — Carys)

(4.16)

Berdasarkan Persamaan (4.11)-(4.16), diketahui Iy, = Iy, =
0 dan w1 = ue = 0 diperoleh titik kesetimbangan endemik
sensitif I} = (S, I},,0, Ry, Ly, Sy, Iy, 0).

dengan:

SyNu(0uNu(dg + a) + avslms)
AasAvsl i A+ Ngdgdy (Avsl gy, + 0vNm)(n+ e +96L))
(Avslfg +0vNg)(n+er +0r)
((5[{ + Oé)
Is _CszNH(5H + Ot) - AB(stH
Hs ™ (AC 4+ AB\y, — Ca,)

Sh=¢
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s PYSIHS
B =05+ o)

s A
L " (nteL+6r)
S — nANg

(Avsl§, +0vNy)(n+eL +9r)

L, = AvsIi nA

* ov(Avelf, + OvNE)(n+er +0r)

dimana

A :(5H + ’)/5)(51{ + Oc)
B =Nybydy(n+ e+ 61)
C :)\Hs)\VsnA

4.4 Kestabilan Model

Setelah diperoleh titik kesetimbangan maka dilakukan
analisis kestabilan.  Analisis kestabilan dilakukan untuk
mengetahui laju penyebaran suatu penyakit apakah mendekati
titik setimbang atau tidak. Analisis ini dilakukan pada titik
kesetimbangan bebas penyakit (Disease Free FEquilibrium)
dan titik kesetimbangan endemik (Endemic FEquilibrium).

Model penyebaran penyakit malaria merupakan model
persamaan tak linier, sehingga perlu dilakukan linearisasi
sebelum melakukan analisis kestabilan. Untuk melakukan
linearisasi digunakan ekspansi deret Taylor pada Persamaan
(2.4), karena belum diberikan kendali atau upaya apapun
maka uq; = us = 0. sehingga dapat dituliskan sebagai berikut.

ds
Tf :A(SﬂaIHS)IHTaRHaLV7SV7IVSaIV’r’)
S S
=0pNg — Nilj{)\HsIVs - NiiAHrIVr

—0gSy +aRy
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dIHs
dt

dIHr
dt

dRg
dt

dLy
dt

dSy
dt

dIVs
dt

dly,
dt

=B(Su, s, Ir, Ru, Lv, Sy, Ivs, Iv,)
S
:NiAHsIVs - (6H + 'Ys)IHs
H
=C(Su,Ius, Iar, Ru, Ly, Sv, Ivs, Ivy)
S
:NiAHrIVr - (5H + Vr)IHr
H

=D(Su, s, Inr, Ry, Ly, Sv, Ivs, Ivy)
=YsIus + v lgr — (65 + )Ry
=FE(Su, Ius, Iar, Ru, Lv, Sv, Ivs, Ivy)
=A—(n+eL+dL)Ly

=F(Su,Ius, Iar, Ru, Ly, Sv, Ivs, Iyy)

IHs IHT
—nLy — - Sy — 6y
nLy )\VSNHSV )\wNH v — oy Sy
=G(Su, s, Iur, Ru, Lv, Sv, Ivs, Ivy)
I
Z)\VsNi;SV —oylys
:H(SH7IHS)IH7'5RH)LV5SVv-[VSvIVT)
I
=Avr ]\IZ Sy —ovly,

(4.17)

Dengan titik tetap (SHov IHS(), IHT(), RHovLVb? SV07[V807]V7'0)a

maka

dSu

dt
dIHs

dt

=A(SHy, THso, LHrgs REo s Ly, SV Ivses Ivrg) = 0

:B(SHov IHS()’ IH’T‘()? RHoa LVm SV07IV507]V7"0) =0
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dl
dIZT =C(SHy, IHso, THrg, RHgs Lvys Svis Ivsgs Ivrg) = 0
dR
dtH =D(Suys IHse, Itry, Riys Lvy, Svys Ivsg, Iveg) = 0
dL
dtV =E(Suy, Insy, Targs Ry Ly vy Ivsgs Ivirg) = 0
ds
TtV :F(SHO?IHSO7IH’I’()?RHO’LV(]’ SV(]’IVSO7IVT()) =0
drl
d‘t/s :G(SH07IHS()7IHT’O’RHO’LV07SVO7IVSO7IVTO) =0
drl
d‘t/r :H(SH07IHSO7IH’I‘07RH07LV07 SV07[V807]V7'0) =0
(4.18)
Misalkan:
SH - SH() = f
IHs - IHSO =g
IHT - IHTO =h
Ry — Ry, =1 (4.19)
Ly —Ly, =j
Sy -5y =k
IVS - IVSO =1
IV’/‘ - IVT‘() =m

Deret Taylor dari Sistem (4.17) di sekitar titik tetap
(SH()a IHsov IHToa RHoa LVoa SVO? IVSoa IV'I’Q) adalah

ds
Thf[ =A(SHy, THso, LHros REo» Ly s SV IV sy Lvrg)
0A 0A
_ Tre — Iis )
+ (Su SHO)@SH + (Ias — In O)E)IHS
0A 0A
Lty = Triry) — Rpgy)
+ (Ig HO)aIHr+(RH RHO)@RH



42

dIHs
dt

dIHr
dt

dRy
dt

0A 0A
+ (Ly LVO)aL + (Sy SVO)aS
0A 0A
+(IV5—IVSO)761V +(IVT_IVTO)TIV + ...
:B(SHQ,IH507IHT’oaRHoaLVQaSV()’IVS()?IVTQ)
0B 0B
+ (Su — SHO)@S + (Ius — IHSO)@THS
0B 0B
+(IH7'_IH'I‘0)6I + (Ry — RHO)aR
0B 0B
+ (Lv LVo)aL + (Sv SVO)aS
0B 0B
+ (Iys — IVSO)(‘?I + (Iyy — IVrg)W + ...
=C(SHy, IHs0> LHros REy> Ly, SV Vs L)
oC oC
+ (Su — SHO)aS + (Ins — IHSO)@THS
oC oC
+ (Igr — IHro)al + (Ry — RHo)aR
80 80
80 80
+ (Lys — IVSO)W + (Iy, — IVrO)W + ...
:D(SHmIHSmIHToaRHoaLVoaSVoaIVSmIVro)
oD oD
(SH SHO)as (IHS_IHSO)aTI—Is
oD oD
+ (Uar — IHTO)TIH + (Rg — RHO)*@RH
oD oD
+ (Lv LVO)E)L (SV_SVO)E)S
oD oD
+ (Lys — IVSO)@I + (Lyy — IVTO)(’*)TW +
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dL
ditv :E(SHWIHSWIHTWRH07LV07SV07IV307[Vr0)
OF oF
(SH SHo)aS (IHS_IHsO)aTHS
oFE oF
+ Iy — IHro)aI + (R — RHO)aR
aE 8E
3E [“)E
+(IVS_IVSO)8IV +(IVT_IVTO)78]V +
ds
Tt‘/ :F(SHO’IHSO’IHTO’RHO’LVW SVOvIVsoaIVro)
oF oF
(SH SHO)@S (IHS_IHS()>8TI—IS
oF oF
+ Iy — IHro)aI + (R — RHo)aR
oF oF
+ (Lv LVO)@L (SV_SVO)E)S
oF oF
(IVS IVSO)@I + (IVT_IVTO)GTW—’_
drl
d‘t/S :G(SHO7IH30’IHTO’RH(]’LV(MSVQaIVS()yIVTO)
8G oG
8G BG
+ Iy — IHm)aj. + (Ry — RHo)aR
8G 8G
aG 8G

IS IS IT_Iri
+ (Iv Vo)al + Iy vo)aIWJr
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d.c’i‘t/r =H(SHy, Trise: THro, RHos Ly, Svy Ivisgs Ivrg)
+ (Sy — SHO)S;{ (IHS—IHso)jlig
+ (Iar — Thr,) ;IH +(Bu — RHO)aaff
+ (Ly — Lvo)aag/ +(Sv - SVO);?
OH OH

+ (Ivs — Ivs,) + (Lyy — Lyry)

8IVS 8IV’/‘ *

Berdasarkan Sistem (4.18), maka linearisasi dari Sistem
(4.17) adalah

dSy 0A 0A
Tgs — Igs)) —
e =(Sm — SHO)@S + (Ius — In O)OIHS
0A 0A
—l—(IHr—IHTO)E (RH RHO)@R
0A 0A
+ (Lv Lvo)ﬁ—i—(b’ SVO)@S
0A 0A
— L (T — Ty ) ——
+ (IVS IVSO)aIVS + ( Vr Vm)ﬁf\/r
dl s 0B 0B
Tgs — ITgs)) ——
TR SHO)(‘)S + (Lrs = Tu 0)8IH5
0B 0B
+(IHT_IHTO)E+(RH_RHO)%
0B 0B
+(Lv—LVo)aLV (SV_SVO)aS
0B 0B

+ (IVs - IVSQ) + (IV’I‘ - ]VTQ)

8]\/3 8]\/,«



dlg,
dt

dRp
dt

dLy
Tdt

Sy
dt

~(8n — Sn0) g+ (s — Tt 31
+ (Uar — IHTO);IC + (Rg — RHO);RCH
+(Ly — L) g+ (S = Su) g
+ (Iys — Ivso);[i + (v — Iwo)aaj.(‘i
=(Su — SHO);SP + (s — IHso)gi
+(Tne = T g+ (R = Ry S
+ (Lv Lvo)aaf + (Sv — Vo)gé?/
+ (Iys — fvso);ll; + (Iyr — IVTO)£
=81 — S) g+ (s — o) 31
+ Iy — IHTO)ﬁaIfr + (Ry — RHO);}ST{
+(Lv—LV0)§£/ + (Sv — Svo)gf
+ (Iys — IVso)éi.i + Ly — Ivm);i
=(Su — SHo)aaj + (Tns — IHSO)(S-i
+ (Lar — IHT‘Q)& + (Ry — RHo)é;i{
+(Ly — L) g+ (S = S5

+ (Ivs — Ivso)(,frF + (v — IVTD)$

45
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dlv 0G 0G
p =(Su — SHO)85 + (Ims — IHSO)@THS
oG oG
+ (Uar — IHm)al + (Ry — RHo)aR
oG oG
+ (Lv LVO)@L + (Sv SVO)aS
oG oG
+ (Iys — IVSO)W + (Iyyr — IV'I‘Q)W
dly, OH oOH
o =(SH — SHO)@S + (Igs — IHsO)aTHS
OH OH
+ (Iar — IHTO)W + (Ru — RHO)@
OH OH
+ (Lv Lvo)gL + (Sv — VO)E
OH OH
+ (Iys — IVso)ﬁ + (Lyr — IVTO)W

Dengan menggunakan permisalan (4.19), maka hasil
linearisasi dari Sistem (4.17) seperti yang tertulis tersebut
menjadi:

Sy 9A  9A 04 04
“ ~ Jasy "1, Ther,. T ioR,
9A  9A 94 9A
Yo, Tras, Tlan. T ™ar

Ty, 9B 0B . OB OB
a ~ Tosy T, T"or, T oR,
9B 0B 0B OB
Yary T*as, T lan. T ™ar,

Ty, oc  oCc . aC . aC

= a5, T 9ar,. Ther T ok,
L 00 L oC a0 oC
Tory T 05y oLy, oy,

dt




dRy
dt

dLy
dt

dSy
dt

dIVs
dt

dly,
dt

oD oD 8D . 9D
Tosy Vary. T ar,, T ior,
9D 9D . D 2D
Yary Trasy Tlan. T ar,
9E  OE  OE  OF
Tosy Y9ar,. tar,, T ior,
OE  9E . OE 9E
Yan, T rasy Tlan. T
oF  OF  OF  OF
T o509, T "ora. T oR,
L OF L OF  OF oF
oLy " "asy T'ar. T ™ol
oG oG . 9G oG
195 Y90, o, Tiory,
000G 0G| oG
oLy “asy Tlan. T ™on,
oH  OoH  OH  OH
Tosy V9ar,. T ar,, T lor,
L O L OH ol oH
oLy a5y Tar. T ™o,

47

(4.20)
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Pada Persamaan (4.20) dapat ditulis dalam bentuk
matriks, sehingga didapat matriks Jacobiannya sebagai
berikut

0A 0A 0A 0A 0A 0A 0A 0A
0Sg 0lgs Olg, ORm OLy 0Sy O0Olys Oly,
0B 0B oB 0B 0B 0B 0B 0B
0Sg 0lgs Olg, ORm OLy 0Sy O0lys Oly,
oc  oC oc oCc oC 0oC 0C @ oC
0Sg 0lgs Olg, ORm OLy 0Sy O0lys Oly,
obp oD oD oD oD oD 0D 0D
0Sy 0lys Olgy, ORpy OLy 0Sy O0lys Oly,
OE  OF o OFE OFE OE OF OF
0Suy O0lys O0Ig, ORy OLy 0Sy O0Olys Oly,
oF  OF oF oF OF O0F O0F OF
0Sy 0lys O0Ig, ORy OLy 0Sy O0lys Oly,
oG 0G oG oG oG oG 0G  0G

0Sg 0lgs Olg, ORmg OLy 0Sy O0lys Oly,
OH OH O0OH o0H OH O0OH O0H O0H

0Sg 0lgs Olgr ORmg OLy 0Sy O0Olys Oly,

Selanjutnya akan dicari matriks Jacobian Sistem (4.17)
dengan mendiferensialkannya. Karena perhitungannya terlalu
panjang, maka perhitungan akan dilampirkan pada Lampiran
A.

Dari hasil turunan pada Lampiran A, dapat ditulis dalam
bentuk matriks Jacobian sebagai berikut:
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IVS IV’I‘
_AHSNiH_AIHTNiH_(SH 0 0 a
Mg~ ~ (8 +s) 0 0
ZIVH
AHT% 0 —(0m + ) 0
H
J= 0 Vs Yr _(5H +C¥)
0 0 0 0
Sy Sv
Ay s— Ay —
0 VSZ,VH v Ny 0
0 My L 0 0
Ny s
0 0 Myt 0
Vr NH
SH SH
>\ S >\ T xNT
0 0 HKSN H Ny
0 0 s 2L 0
Ny g
0 0 0 Py
H Ni
0 0 0 0
—(n+9dr +er) 0 0 0
IHs IHT‘
B Y- L WY L
7 Av. Ny IV Ny 0 0
0 Avs As —0y 0
%VH
0 Ay —2r 0 -5
\% Nu 1%

4.4.1 Kestabilan Asimtotik Lokal Titik
Kesetimbangan Bebas Penyakit
Sebelumnya akan diberikan teorema sebagai berikut
Teorema 4.4.1.1. [1] Titik setimbang bebas penyakit stabil
lokal asimtotik jika Ro < 1 dan tidak stabil jika Ro > 1
Bukti: Telah diketahui titik setimbang bebas penyakit
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adalah IO = (SHO’IH507IHT07RH07LV07SV07IVSoaIV7‘0) =
nA
NH7070707 ) ,0,0>,maka
( (n+dr+er) év(n+dr+er)
—0n 0 0 «
0 —(6m+s) 0 0
0 0 _(6H + P)/r) 0
0 Vs Yr _(5H + Oé)
1) 0 0 0 0
0) = Sv Sy
0 _)\VséVH _)\VrNiH 0
0 Ayt 0 0
Ny g
v
0 0 )\VTN—H 0
Sy Sy
0 0 )\HSSJ’V—H _)\Hr NH
0 0 Apsit 0
Ny g
H
0 0 0 A
0 0 0 0
—(n+dr +e€r) 0 0 0
n 75‘/ 0 0
0 0 —0y 0
0 0 0 —6y
Untuk mempermudah mencari persamaan

karakteristiknya, maka pada J(Ip) akan diubah ke dalam
bentuk matriks segitiga bawah dengan cara Operasi Baris
Elementer. Sehingga didapat matriks Jacobian yang baru.



\

—

3

+
oodgwoooo

+

)

h

S~—
SO, OoOO0 00O

0
AHsAvsSvSH
Sy N

<

O OO OO OO

<

_(5H + ’YT) +
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0
0

AHr AV Sy SH
Sy N3

S, O OO OO OO

selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan

A — J(Ip)| =0
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sehingga
Aty 0 0
AHsAyvsSy S
0 At (Op +ry,) — Vo VOH 0
SvNZ
AarAveSy SH
0 0 A+ (6 ) ———
0 Vs Yr
0 0 0
Sy Sy
Avs —Avyr—
0 VSN VI N,
0 Ave—r 0
Ny g
0 O >\ riv
VI N
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
A (65 + @) 0 0 0 0 o
0 A+ (n+0L +er) 0 0 0 -
0 n A+ oy 0 0
0 0 0 A+ oy 0
0 0 0 0 %

Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut

AHsAVsSVSH

A40g)(A ) g) — ——————
AasAvr Sy SH
A ) ) — —————
(ot (B ) — 0

A+ g +a)A+m+eL+L) A+ 0v)A+dy)A+6dy) =0
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sehingga akan diperoleh nilai eigen dari akar karakteristiknya
sebagai berikut

N =-0g<0
AsAvsSvSH
N6y
AHsAVsSVSH )
(O + %) NZ6y(6m +s)

=(0nm +7s) (Ro, — 1)

Sehingga diperoleh

)‘(2):_(5H+78)+

_ AsAvsSvSH
NIQJ(SV((SH + 'Vs)

NRo,

Jika My, < 1, maka bagian real dari )\8 akan bernilai negatif.
AHsAvrSVSH
N2y
AHsAr SV SH )
=0 + Vr -1
O + ) (fo5v(5H + )

=(0m + ) (Ro, — 1)

Sehingga diperoleh

)‘g:_<5H+'YT)+

_ AusAveSvSy
N 6v (6w + )

Jika Mo, < 1, maka bagian real dari A} akan bernilai negatif.

NRo,

A =—(0u+a)<0
)\g:—(n+€L+5L)<0
A=—3dy <0
Agz—év<0
)\0:—5v<0
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Karena nilai eigen (A, A3, A9, A%, A%, A2, A9, dan)Q) bernilai
negatif pada bagian realnya maka titik setimbang
A nA
IO = NH7070707 ) 7070>
(n+0r+er) oyv(n—+0r+er)
stabil asimtotik lokal dan titik kesetimbangan bebas penyakit

bersifat stabil asimtotik lokal jika $Rg < 1 dan tidak stabil
jika Rp > 1.

4.4.2 Kestabilan Asimtotik Lokal Titik Setimbang
Edemik Resisten

Telah diketahui bahwa titik setimbang endemik
resisten I = (Sy,0,1y,, Ry, Ly, Si,,0,1{,,) dalam hal
ini Sy, Iy, Ry, Ly, Sy, Iy, > 0.

Pada titik setimbang I{ = (5,0, I}, Ry, Ly, S, 0, 1{;,)
matriks Jacobiannya adalah

I\/r
AHTNiH —(SH 0 0 «
0 —(0m +7s) 0 0
IVr
Ain 2 (b1 +
N 0 (0m + ) 0
0 Vs Tr _<5H+CV)
J(I7) = 0 0 0 0
Sy Sy
AVs Ay —
0 VSN VI Ny 0
0 Ays ¥ 0 0
Ny s
0 0 MV 0
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Sy Sy

0 0 —)\HSSNH —)\HrNiH
0 0 A= 0
Ny S

H
0 0 0 0
—(?7+(5L+6L) 0 0 0

IHT‘
n —>\V7«N7H—(SV 0 0
0 0 —oy 0
IHT‘

Avr —6
0 1% Nu 0 1%

Untuk mempermudah mencari persamaan karakteristiknya,
maka pada J(I{) akan diubah ke dalam bentuk matriks
segitiga bawah dengan cara Operasi Baris Elementer.
Sehingga diperoleh matriks Jacobian yang baru

a 0 0

0 b 0

A Ive  AarAveAvslary SvSu .

SNH (5VNI2-I()\VTIHT‘ + 5VNH)

0 Vs Yr

J(I7) = 0 0 0
0 AV a2V
VséVH Vr NH

0 A 0

Npg s

0 0 Ay

O O o O O

[en}
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
e 0 0 0
O f 00
0 0 g 0
0 Al o
Vs NH
dengan
ary,
Aarlyy ((5H + ) — (5H—|-Oé)>
o= omt Nt (=60 + 7 + AvrAbr Sy Sudy Nu
n o Sy NZ(Avilpy + 6vNp)
AHsA\VsOV S
b:_(éH‘i"Ys)‘F%
H
AHrAVSVSH N AL Ty Sv S
—_(§ ) _ r
¢=-0n+w+—ps 5y NZ (e Lty + 0y Ni)
d=—-(0g + )
e=—(n+0L+er)
)\VTIH'I‘
— 5
f Ny, v
g=—20v
h=—dy

selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan

AL = J(I})] = 0
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sehingga
A—a 0 0 0
0 A—b 0 0
vy ve o AmrAvedvslm Sy Sk - 0
Hs Ny 6VN12{()\V7~IH7~ + 6VNH)
0 Vs Yr A—d
0 0 0 0
Sy Sy
0 —Avs— —Avr— 0
VSNH V' Nu
0 Ay s 0 0
Ny g
Ay
0 0 1% N 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
A—e 0 0 0 =0
0 A—f 0 0
0 0 A-g 0
IHT
Avs— A—h
0 1% Ny 0

Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut

A=a)A=b)A-c)A=d)A=e)(A=F)A=g)(A=h) =0

sehingga dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut

ayr
Aarlvy <(5H + ) — (cSHZLa)>
A A SV SHOV NE
Ny | —(0 -
H ( O +90) ¥ 5 N2 e T + 5VNH)>
)\HTIVT (5]2'—[ + 6H('77' + CV))
Ny(0g + a) (g + ) (—1 + 9{61)

AN =—06g+

=— 0y +
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sehingga diperoleh

ro_ AveAmr Sy SOy Ni
O 5y NZE (v Ly + v Ni) (0 + )

Jika Ry, < 1, maka bagian real dari A] akan bernilai negatif.

Xp = — (0 +75) + AHsA]‘”Vs;VsH
=(0m +17s) (Mo, — 1)
sehingga diperoleh
r AHsAVsSVSH

02 N%I((SH +7s)

Jika JR{, < 1, maka bagian real dari \j akan bernilai negatif.
Sehingga

ANar A SV SH N AL Ty Sv SH
N% Oy NE(Ave g, + 6y Ny)

_ ((5H +7s) Ov NE(AvirIpy + 6vNp)) + )\Hr)\%/TIHrSVSH>
Sv N3 (Avelgr + 0y Ny)
ArAve Sy S0y NE (AviImy + 6v Np)

((6m +7vs)(OvNEF(Avilpr + 06vNi)) + )\HT)\%/TIHTSVSH)
5H +75) Ov NE(Avie Iy + 6vN)) + M AL, I Sy Su
( Sy N (Avelpy + 0y Np) )
(R, —1)

sehingga diperoleh

, Mt Ave Sy Sudy N (A Iy + 0v Np) )
03 N%((ég + 75)(5‘/]\712{(/\\/7«IHT + 0y Npg)) + )\Hr)\%/TIHrSVSH
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Jika JR{, < 1, maka bagian real dari A3 akan bernilai negatif.

h=—0g+a)<0
t=—(Mm+0r+er) <0
r_i)\V'r’IH'r

)\?:—(5v<0
)\QZ—dv<0

Karena nilai eigen (A}, A5, A5, A}, AL, A\g, AL, danAg) bernilai

negatif pada bagian realnya maka titik setimbang I] =
(84,0, Iy, Ry, Ly, Sy, 0, I,,) stabil asimtotik lokal dan titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal
jika Ry < 1 dan tidak stabil jika JRj > 1.

4.4.3 Kestabilan Asimtotik Lokal Titik Setimbang
Edemik Sensitif
Telah diketahui bahwa titik setimbang endemik
sensitif 17 = (S%,1},,0, Ry, Ly, Sy, Ii,,0) dalam  hal
ini S%, I3, Ry, Ly, Sy, Iy g > 0.
Pada titik setimbang I{ = (S, I},,0, Ry, Ly, S, 14, 0)
matriks Jacobiannya adalah

Iy
—AHTNL S 0 0 o
Vs
Ay N,y —(0m +s) 0 0
0 0 _(5H + 77“) 0
0 Vs Yr —(0n + )
J = 0 0 0 0
Sy Sy
MV,
0 v SNH Vi
0 Ays Vo 0 0
Ny <
0 0 Ay 0
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Sy Sy
0 0 —)\HSSNH _)\HT‘N
0 0 Ao 0
Ny <
H
0 0 0 B
Hr NH
0 0 0 0
—(n+0r+er) 0 0 0
I
7 —Avraes = by 0 0
Hs
0 A -6 0
Vr NH 1%
0 0 0 5y

Untuk mempermudah mencari persamaan karakteristiknya,
maka pada J(I{) akan diubah ke dalam bentuk matriks
segitiga bawah dengan cara Operasi Baris Elementer.
Sehingga didapatkan matriks Jacobian yang baru

a 0 0 0
IVS
Ny L8

H 0 0

0 0 ¢ 0

0 Vs Vr d

J— 0 0 . 0 . 0

1% 1%
0 _AVSS],V _)\Vr Ny 0
0 Mys X 0 0
Ny §
0 0 X
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0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 00
0 0 0 0
e 0 0 0
O f 00
0 Ayl 0
Vs NH g
0 0 0 h
dengan
Qs
Auslys <(5H + ) — (cSHZLa)>
a=—90g+
" N <_<5H byt AvsAmsSv Sudv Ny >
s 5VN]2{(/\VSIH5 + 5VNH)
AHsAVsSVSH NiasAE Sy Sy
b= — (5u + s - s
O +3)+ =52 5y N2 (6 Ny + Avelrs)
AHsAVsSVSH
= (6p + ) + DHSAVSOVOH
c (O + ) + SV NE

d:—(5H+a)
e=—(n+0L+e€r)

selanjutnya dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian tersebut dengan menggunakan

AL = J(13)] = 0
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sehingga

A—a 0 0 0
IVG
A : A—b 0 0
HSNH
0 0 A—c 0
0 Vs Yr A—d
0 0 0 0
Sv Sv
AV —Ayp—
0 V‘SN v N 0
0 Ayt 0 0
Npy
0 0 A S—V 0
VTNH
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
A—e 0 0 0 =0
0 A—f 0 0
IH’I"
Vs A —
0 Ve Nu g 0
0 0 0 A—h

Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut

A=a)A=b)A—c)A=d)A—e)A=F)A—g)(A=h) =0



63

sehingga dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh
persamaan karakteristik sebagai berikut

Qa7Ys
Aaslys ((5H +7s) — w}{b)

A== 0n + N 5 MWsAusSvSadv Ny
" <_( H ) Sv N (Avslhs + 5VNH))
Aolve <(5?{ +6m (s + a))
(0m +a)

=—0y +

AsAHsSVSHOV NH

Nu(6m +7s) (-1 +

v o (Oh o+ 9m( + )
Nu(6m +7s) (14 9R5))

=—0y +

sehingga diperoleh

s AvsAHsSv SOy Ny
O SyNE(Avslis + 0y Nir) (0 +s)

Jika JR§, < 1, maka bagian real dari A\j akan bernilai negatif.

AHsAVsSVSH NasAY SvSh
SyNZ Oy NE(OvNp + Avelus)

(6 +v5) Oy NZ (v Nu + Avslas)) + Aus e SvSu

< 5VN%I(5VNH + Avslms) >

ASZ_(5H+75)+

MrsAvsSy S0y N (v Ny + Avsls))

SvNZ(Avslps + 0y Ny)(m + %))

<5vN2 51{ + 75)(5VN2 (5\/NH + /\VsIHs)) + AHSA%/SSVSH

1)

(61 +75)(Ov N (v Nu + Avslns)) + AasAi SvSu s
(9{02 - 1)

5VN%](5VNH + )\VsIHs)
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sehingga didapat

R — (Ov N7 (6vNu + Avelns))
2 (((5}[ + ’75)(5{/]\71?1(5‘/]\7}1 + )\VsIHs)) + )\Hs/\%/sSVSH)
AHsAvsSvSH
S NE

Jika JR§, < 1, maka bagian real dari A\j akan bernilai negatif.

AHsAvsSvSH
SvNZ

AasA\vsSvSH >
3 -1

5VNH (5H + '77")

)\3:_(6]{_‘_77')"‘1_

~n 0

sehingga didapat

s _ AHsAvsSvSH
0 7 5y NZ(0m + )

Jika R{, < 1, maka bagian real dari Aj akan bernilai negatif.

j:—(5H+a)<O
E=—(Mm+0r+e)<0
5__)\V7’IH7‘

6 — NH —5V<0
/\‘;Z—(Sv<0
Agz—év<0

] 3 1 S S S S S S S S 3 3
Karena nilai eigen (A, A5, A5, A, A2, AG, A3, danAg) bernilai

negatif pada bagian realnya maka titik setimbang I{ =
(St, 13,0, Ry, Ly, Sy, I, 0) stabil asimtotik lokal dan titik
kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik lokal
jika R§ < 1 dan tidak stabil jika S3§ > 1.
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4.5 Formulasi Kendali Optimal

Secara umum, formulasi kendali optimal terdiri dari model
matematika sistem dinamik, fungsi objektif, dan kondisi batas
yang harus dipenuhi. Diberikan suatu sistem dinamik dari
penyebaran penyakit malaria sebagai berikut:

dSy SH SH
—— =0y Ny — (1 — —Agslys — (1 — — gLy,
o aNe — ( Ulpl)NH Hslvs — ( ulpz)NH wrly
—0ySy +aRy
dIHS SH
e 1 —_ _— SI s S S I S
7t ( ulpl)NHAH vs — (0m + s + psur) Iy
dlg, Su
=(1— — gLy, — r ru1) L gy
7 ( ulpz)NH wrlvr — (0 + v + prur) Iy
dRy
g =(vs + psu1) s + (v + prwr) Iy — (0g + )R
dL
Ttv =A—(n+eL+0L)Lv
dSV Iy Iy
DV Ly — (1= wp) A 228y — (1 —  LHr
o v (I —wip1)Av NHSV (I —uip2) Ay NHSV
— (Evug + 5\/)5\/
dIVs IHs
=(1—- A SN - s
7 (1 —uip1)Av NHSV (evug + oy)Iy
dIV'r Iy,
—(1 — urpo) Ay S, — 5v) Iy
i (1 —uip2)Av NHSV (evus + 6v) Iy

dengan keadaan awal:

Sw(to) =5u(0)
Iys(to) =1Ims(0)
I, (to) =Ig-(0)
Rutto) =Ry (0)
Ly (to) =Lv(0)
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IVs(tO) :IVS
Ly (to) =Iy»

o
~—

dengan t; adalah waktu akhir yang ditentukan (fized)
sedangkan variabel pengendali diberikan oleh persamaan
berikut:

Permasalahan ini  bertujuan untuk mendapatkan
pengendali optimal yang dapat mengurangi tingkat
penyebaran penyakit malaria yang dapat dinyatakan ke
dalam fungsi objektif sebagai berikut:

tr cru? cou’
I—/ <IH5+IH7‘+IV5+IV7"+121+222>dt
0

dengan:
c1 : konstanta pembobotan pengobatan kepada masyarakat
¢y : konstanta pembobotan insektisida atau fogging

4.6 Penyelesaian Kendali Optimal
Dalam penyelesaian kendali optimal, terdapat beberapa
langkah yang harus kerjakan.

1. Menentukan fungsi Hamiltonian
Dengan memperhatikan formulasi kendali optimal,

diperoleh fungsi Hamiltonian sebagai berikut:

clu% Qu%
H(x(t),u(t),\(t)) =Igs+ Lgr + Iys + Iy + N + 5

8
+ ZO’Z‘gi (421)
=1



67

dimana g; adalah nilai ruas kanan dari persamaan state
pada Persamaan (2.4), dan o;,i = 1,2,...,8 adalah
variabel adjoint yang memenuhi persamaan co-state.

. Menentukan persamaan co-state.

Dengan memperhatikan Persamaan (4.21) dapat
ditentukan persamaan co-state

. OH
o= ——

Ox(t)

e Persamaan untuk o (t)

oOH

7= 55

Arelve Ao Tvs
:—<<—(1—u1p1) iliid — (1 —uip2) Ijvv
H

Ny

)\HsIVs AHTIVT
1-— 1-—
+ (( u1p1) Nu o2 + | (1 —uipo2) Ni

Aaslvs
=(1 —u1p1) Ijv Y5 (01 — 09) + o
H
Ar v
+ (1 —uip2) iy (o1 —03) (4.22)

e Persamaan untuk oy(t)

. OH
%) == 51

=— (1= (0 + s + psu1)oz + (s + psu1)oy

_ 5H>

AvsSvy AvsSy
+( (1 —uipr) N >06+<(1 u1p1) N )0'7

C

)

A
/
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=—1+0dgos + ('75 + Msul)(02 - 04)
AvsS

+ (1= up) 222V (56 — o7) (4.23)

e Persamaan untuk o'3(t)

() OH
7 T AL (1)
=— 14003+ (v + prur) (o3 — 04)
Ay, S
+ (1= uip2) 2V (05 —05)  (4.24)

e Persamaan untuk o4(t)

oH
 ORy(t)
=— (o1 — (0g + a)oy)
= — a0y + (6 + @)oy (4.25)

d4(t) =

e Persamaan untuk o5(t)

. oH
7(t) =~ Ly (t)
=—(=(n+6L +er)os +nog)
=(n+ 0L +er)os —nog (4.26)

e Persamaan untuk og(t)
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R
T T Bsv (1)
Aol Avrlin
== ((‘(1 —u1p1) ‘;VHH -(1- u1p2)‘;\,;{> o
)\ SI S
—(evug + dy)os + ((1 —ugpy) 2o >
vrlmHr
+ ((1 ) VN a ) 0’8> (4.27)
H
e Persamaan untuk o7(t)
oH
) =
J7( ) 8[Vs(t)
AHsS
=— <1 + (‘(1 —u1p1) Ij\, H) o1 — (epu2 + oy )or
H
AgsS
+ <(1 — u1p1) [}[\7 H> O‘2> (4.28)
H
e Persamaan untuk og(t)
OH
) =
%) == 510
AgrS
= (1 + <—(1 — u1p2) Ij\] H> o1 — (eyug + oy )og
H
S
+ ((1 — u1p2) Ijv H) 03> (4.29)
H

3. Menentukan kondisi stasioner

Kondisi stasioner dapat ditentukan dengan menurunkan
Persamaan (4.21) terhadap variabel kontrol

oOH

dult)
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e Kendali uq(t)

oH
dun(t)
AgslysS gLy, S
Ly +P1 Hslvs H(U1 — ) +p2 Hrlvr H(U1 — o)
NH NH
M slHsS AvrlgsS
+P1 VslHs V(UG_U7>+p2 VriHs V(Uﬁ—Us)
Ny Ny
tslps Ny pr Ly N _
+ Ny (04— 09) + Ny (04 —03)=0
o _P1AEsIvsSH (02— 01) + P2 Hr Ly SH (05 — o)
1=, (emo)t g (03—
n P1AVsIHsSv (o7 — 06) P2AVrlHsSv (o5 — 06)
N 7— 06 N 8 — 06
,USIHSNH MTIHTNH
- Ny (02 —04) + Ny, (03 — 04)
(4.30)
e Kendali uy(t)
OH
=0
GUQ(t)
coug — ogey Sy — oreylys — ogeyly, =0
S T I
ul = ev(06Sy + orlys + oslyy) (4.31)

C2

Karena kendali u; berada pada interval [0,1], maka
kendali optimal uj(¢) dan w3(t) yang diperoleh harus
berada dalam interval tersebut.

4. Mendapatkan Persamaan Hamiltonian dan Sistem state
dan co-state yang optimal
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Tahap selanjutnya dilakukan subsitusi Persamaan (4.30)
dan (4.31) pada Persamaan (4.21), sehingga didapat
persamaan Hamiltonian yang baru yaitu:

ES
C1 u%
2

H*(x(t),u(t)*,)\(t)) :IH5+IH7‘+IV5+IV7"+ +

8
+) oigi (4.32)
=1

Selanjutnya dengan mensubstitusikan Persamaan (4.30)
dan (4.31) pada sistem state dan costate, maka akan
didapatkan sistem state dan costate yang optimal.

5. Menentukan kondisi tranversalitas

Formulasi kendali optimal pada permasalahan ini
menggunakan sistem dengan x(tf) bebas dan tf
ditentukan, sehingga kondisi transversalitasnya adalah:

(&) ~), =

karena fungsi objektif tidak memiliki bentuk Mayer (S),
maka didapat o} (tf) =0, dengan i =1,2,...,8.

Sistem state dan costate yang optimal membentuk
suatu sistem persamaan diferensial tak linier.  Karena
penyelesaian tidak mudah didapatkan secara analitik sehingga
permasalahan tersebut diselesaikan secara numerik. Dalam
Tugas Akhir ini, digunakan fungsi BVP4C pada Matlab
untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial pada state
dan costate melalui simulasi yang dilakukan. BVP4C adalah
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fungsi yang dapat digunakan untuk menyelesaikan sistem
persamaan diferensial biasa dengan masalah nilai batas
secara numerik.

4.7 Analisis Hasil Simulasi

Pada pembahasan ini, diberikan nilai parameter yang
digunakan untuk mensimulasikan permasalahan kendali
optimal dalam wupaya mengurangi penyebaran penyakit
malaria selama 100 hari. Adapun nilai parameter yang
digunakan seperti yang terdapat pada tabel berikut ini [1]:

Tabel 4.1 : Input Parameter

Parameter Nilai Parameter Nilai
oy 0.00003914 % 0.07142
« 0.0274 Avr 0.27
s 0.25 Ais 0.3
s 0.048 AHr 0.3
A 1000 s 0.01
oL 0.4 Yr 0.01
€L 0.4 1 0.3
n 0.07142 P2 0.6
€y 0.1 C1 50
)\Vs 0.27 Co 20

Dalam simulasi ini, akan diberikan kondisi awal dari tiap
tiap populasi z(0) = (700,500,400, 300, 1000, 950, 500, 400).
Simulasi pertama yang dilakukan adalah ketika pengendali
untuk pengobatan ke masyarakat (u;(¢)) dan isektisida (ua(t))
bernilai nol.  Artinya tidak ada pengendalian terhadap
populasi tersebut dalam periode 100 hari. Simulasi kedua
adalah dengan adanya pengendali untuk pengobatan ke
masyarakat (uj(t)) saja. Simulasi ketiga adalah dengan
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adanya pengendali berupa insektisida (u2(t)) saja. Kemudian
simulasi yang keempat adalah dengan adanya pengobatan
ke masyarakat (u;(t)) dan dilakukan insektisida (u2(?)).
Dengan adanya beberapa simulasi akan sangat mudah untuk
membandingkan hasil dari simulasi yang satu dengan yang
lainnya.

Pada Gambar 4.1 menunjukkan perilaku tingkat

Gambar 4.1 : Jumlah Populasi Manusia dan Malaria yang
Terinfeksi Tanpa Pengendalian

populasi manusia dan malaria tanpa pengendalian selama 100
hari. Dari grafik tersebut terlihat bahwa tingkat populasi
manusia dan malaria mengalami penurunan. Jumlah populasi
manusia yang terinfeksi malaria sensitif (/) mengalami
kenaikan sampai pada hari ke-14, kemudian mulai mengalamai
penurunan sampai pada hari ke-100 dengan jumlah populasi
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411 orang, dengan kata lain populasi tersebut mengalami
jumlah penurunan sebesar 17.8%. Hal serupa terjadi pada
populasi manusia yang terinfeksi malaria resisten (Ip;)
yang mengalami penurunan populasi sebesar 17.8%, populasi
malaria yang sensitif terinfeksi oleh plasmodium (Iys) yang
mengalami penurunan jumlah populasi sebesar 22.96%, dan
populasi malaria yang resisten terinfeksi oleh plasmodium
(Iy,) yang mengalami penurunan populais sebesar 22.95%.
Walaupun demikian penurunan populasi tersebut tidak terlalu
drastis. Hal ini disebabkan tidak adanya faktor pengendali
atau upaya dalam menangani kasus malaria pada populasi
tersebut, sehingga kemungkinan penyakit malaria akan terus
mewabah untuk beberapa periode kedepan sangat besar.

Gambar 4.2 : Jumlah Populasi Sg, Ry dan Sy Tanpa
Pengendalian
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Pada Gambar 4.2 jumlah populasi manusia yang sembuh
dari penyakit malaria (Ry) meningkat, namun kenaikan ini
tidak terlalu drastis. Hal ini disebabkan tidak adanya upaya
dalam mengurangi penyebaran penyakit malaria sehingga
dapat dipastikan jumlah populasi manusia yang mati sangat
besar. Hal ini berdampak pada menurunnya jumlah populasi
manusia yang rentan terinfeksi malaria (Sp). Penurunan
jumlah populasi yang rentan terifeksi malaria ini disebabkan
oleh banyaknya jumlah populasi manusia yang mati sehingga
jumlah populasi manusia yang rentan terinfeksi kembali
semakin berkurang. Hal yang serupa terjadi pada populasi
malaria yang rentan terinfeksi parasit plasmodium (Sy) yang
semakin menurun. Penurunan jumlah populasi ini terjadi
karena jumlah populasi malaria yang terinfeksi (Iys dan Iy,.)
di awal periode meningkat sehingga populasi malaria yang
rentan terinfeksi menurun drastis.

Gambar 4.3 : Jumlah Populasi Manusia dan Malaria yang
Terinfeksi dengan Pengendalian Pengobatan ke Masyarakat
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Pada Gambar 4.3 menunjukkan bahwa pengaruh
pengendalian atau upaya pengobatan ke masyarakat sangat
besar. Hal ini ditunjukkan dengan penurunan jumlah
populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria yang sangat
drastis hingga pada hari kelima, dan berlangsung pada hari
ke-100. Populasi malaria juga mengalami penurunan yang
sangat besar, hal ini menunjukkan bahwa faktor pengendalian
yang diterapkan pada populasi manusia sangat berdampak
besar kepada populasi malaria. Penurunan jumlah popuasi
yang terifeksi dari masing-masing jenis populasi sebesar
99.99% untuk populasi manusia yang terinfeksi malaria
sensitif (1), 99.99% untuk populasi manusia yang terinfeksi
malaria resisten (Ig,), 99.84512% untuk populasi malaria
yang sensitif terinfeksi plasmodium, dan 99.9% untuk populasi
malaria yang resisten terinfeksi plasmodium.

Gambar 4.4 : Grafik Pengendali Pengobatan ke Masyarakat
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Pada Gambar 4.4 faktor kendali pengobatan ke
masyarakat selalu berada pada angka 1 hingga hari ke-
100. Artinya pengobatan ke masyarakat dilakukan secara
penuh selama 100 hari.

Gambar 4.5 : Jumlah Populasi Sg, Ry dan Sy dengan
Pengendalian Pengobatan ke Masyarakat

Pada Gambar 4.5 jumlah populasi manusia yang sembuh
dari penyakit malaria (Rpy) meningkat hingga mencapai
angka 1355. Hal ini disebabkan oleh faktor kendali berupa
pengobatan ke masyarakat dilakukan secara maksimal selama
100 hari. Namun jumlah populasi malaria yang rentan
terinfeksi parasit plasmodium juga meningkat. Hal ini tidak
menutup kemungkinan bahwa penyebaran penyakit malaria
akan terus berlanjut pada periode berikutnya.
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Gambar 4.6 : Jumlah Populasi Manusia dan Malaria yang
terinfeksi dengan Pengendalian Insektisida

Gambar 4.7 : Grafik Pengendali Insektisida
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Gambar 4.8 : Jumlah Populasi Sy, Ry dan Sy dengan
Pengendalian Insektisida

Upaya memberikan insektisida pada populasi malaria
sangat berpengaruh dalam mengurangi penyebaran penyakit
malaria. Pada Gambar 4.6 terlihat populasi malaria sensitif
yang terinfeksi plasmodium (Iys) mengalami penurunan yang
sangat drastis pada hari ke-20, dan berlangsung sampai hari
ke-100 dengan jumlah populasi adalah 106.1, atau dapat
dikatakan mengalami penurunan populasi sebesar 78.78%.
Hal yang serupa terjadi pada populasi malaria resisten yang
terinfeksi plasmodium (Iy,) mengalami penurunan populasi
hingga 78.7875%. Namun pada populasi manusia sempat
mengalami kenaikan populasi pada hari pertama hingga hari
ke-13, kemudian populasi mengalami penurunan sampai hari
ke-100. Kenaikan ini disebabkan adanya sisa wabah endemik
yang terjadi pada populasi tersebut. Penurunan jumlah
populasi pada populasi manusia yang terinfeksi malaria
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sensitif (Is) dan populasi manusia yang terinfeksi malaria
resisten (Iz7,) masing-masing sebesar 20.28% dan 20.3%.

Pada Gambar 4.7 faktor kendali insektisida berada pada
angka 1 hingga hari ke-99, kemudian menurun dengan sangat
drastis hingga hari ke-100.

Gambar 4.9 : Jumlah Populasi Manusia dan Malaria yang
terinfeksi dengan Pengendalian Pengobatan ke Masyarakat
dan Insektisida

Pada Gambar 4.8 jumlah populasi manusia yang sembuh
dari penyakit malaria (Ry) meningkat namun tidak terlalu
drastis. Hal ini disebabkan karena banyaknya jumlah populasi
manusia yang terinfeksi malaria sangat besar, sehingga dapat
dipastikan jumlah kematian yang dialami populasi manusia
juga sangat besar. Namun, jumlah populasi malaria yang
rentan terinfeksi oleh parasit plasmodium menurun. Hal
ini disebabkan oleh kendali insektisida yang menyebabkan
populasi malaria yang terinfeksi dan malaria yang rentan
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terinfeksi terus berkurang.

Upaya dalam mengurangi penyebaran penyakit malaria
sangat memberikan dampak yang positif. Pada Gambar 4.9
upaya yang dilakukan untuk mengurangi penyebaran penyakit
malaria adalah pengobatan ke masyarakat dan insektisida.
Dua upaya yang dilakukan tersebut dapat menurunkan jumlah
populasi manusia dan malaria yang terinfeksi mendekati angka
nol.

Gambar 4.10 : Grafik Pengendali Pengobatan ke
Masyarakat dan Insektisida

Pada Gambar 4.10 faktor kendali pengobatan ke
masyarakat selalu berada pada angka 1 hingga hari ke-
100. Artinya pengobatan ke masyarakat dilakukan secara
penuh selama 100 hari. Hal ini disebabkan masih terdapat
sekitar 5 populasi dari manusia yang terinfeksi malaria sensitif
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(Is) sehingga harus terus dilakukan pengobatan. Penurunan
jumlah populasi pada masing-masing jenis populasi sebesar
99.99% untuk populasi manusia yang terinfeksi malaria
sensitif (Igs), 98.86775% untuk populasi manusia yang
terinfeksi malaria resisten (Ir), 99.99% untuk populasi
malaria yang sensitif terinfeksi oleh plasmodium (Iys), dan
99.184% untuk populasi malaria yang resisten terinfeksi oleh
plasmodium (Iyy).

Gambar 4.11 : Jumlah Populasi Sy, Ry dan Sy dengan
Pengendalian Pengobatan ke Masyarakat dan Insektisida

Pada Gambar 4.11 jumlah populasi manusia yang
sembuh dari penyakit malaria (Rp) tidak sebanyak jumlah
populasi manusia yang sembuh ketika diberikan pengendalian
pengobatan ke masyarakat, namun jumlah populasi malaria
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yang rentan terinfeksi oleh parasit plasmodium ketika
diberikan pengendalian pengobatan ke masyarakat dan
insektisida lebih baik daripada jumlah populasi malaria yang
rentan terinfeksi ketika diberikan pengendalian pengobatan
ke masyarakat saja. Hal ini disebabkan adanya penurunan
jumlah populasi malaria yang rentan terinfeksi dan didukung
dengan berkurangnya populasi malaria yang terinfeksi.



BAB V
PENUTUP

Pada bab ini dijabarkan beberapa kesimpulan yang
diperoleh dari hasil analisis dan pembahasan penelitian ini.
Selain itu, terdapat juga saran yang dapat digunakan sebagai
referensi pada penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah disajikan
pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal
sebagai berikut :

1. Dengan menerapkan teori kendali optimal menggunakan
Prinsip Minimum Pontryagin diperoleh pengendalian
optimal dalam melakukan upaya pengobatan ke
masyarakat sebesar u; = 1 dan dalam melakukan upaya
insektisida pada selang waktu 0 < t < 42 sebesar ug = 1
dan pada selang ¢t > 42 mengalami penurunan sampai
pada nilai 0 pada periode ¢ = 100.

2. Penurunan jumlah populasi manusia dan malaria yang
terinfeksi sangat tinggi ketika diberikan pengendalian
berupa pengobatan ke masyarakat. Namun adanya
kenaikan jumlah populasi malaria yang rentan terinfeksi
dapat memungkinkan timbul penyebaran malaria
kembali. Oleh sebab itu, dengan diberikan pengendalian
pengobatan ke masyarakat dan insektisida dapat
mengurangi jumlah populasi yang terinfeksi dan
mencegah timbulnya penyebaran malaria.
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3. Dengan melakukan upaya pengobatan ke masyarakat

dan insektisida dapat meminimumkan jumlah populasi
manusia dan nyamuk malaria yang terinfeksi.
Didapatkan jumlah manusia yang terinfeksi malaria
sensitif (Iy75) pada hari ke-100 sebesar 0.001519, jumlah
populasi manusia yang terinfeksi malaria resisten (Ig,.)
sebesar 4.529, jumlah populasi malaria yang sensitif
terinfeksi parasit plasmodium (Iys) sebesar 0.004326,
dan jumlah populasi malaria yang resisten terinfeksi
parasit plasmodium sebesar 3.264.

5.2 Saran

Adapun saran dari penelitian ini adalah untuk penelitian

selanjutnya dapat membandingkan hasil penyelesaian numerik
antara Masalah Nilai Batas dengan Metode Beda Hingga.
Selain itu, dapat dianalisis pula penurunan jumlah populasi
yang terinfeksi pada periode tertentu dengan menambahkan
faktor pengendalian atau upaya yang baru untuk mengurangi
penyebaran penyakit malaria.
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